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复 变 函数 是 大 学 数学 系 的 一 门 重要 基础 课 ， 为 配合 这 门 课 程 
的 教学 ， 国 内 外 已 出 版 了 许多 复 变 函 数 的 教材 。 国 内 复 变 函数 的 
教材 数量 太 少 ， 使 讲课 教员 在 确定 教材 和 主要 参考 蔬 时 ， 没 有 可 
供 选择 的 余地 。 作 者 在 多 次 讲授 这 门 课 的 基础 上 ， 把 融入 个 人 教 
学 经 验 的 讲义 编写 成 书 , 只 是 供 使 用 者 多 一 种 选择 的 可 能 ， 

据 作 者 讲授 的 经 验 ， 课 中 有 些 内 容 较 易 讲授 ， 如 Cauchy 定 
理 与 Cauchy 公式 ，Taylor 展 式 与 Laurent 展 式 ， 留 数 定理 与 
Rouche 定理 及 其 应 用 等 ， 对 这 部 分 内 容 力 求 在 过 辑 上 编排 得 更 
有 条 理 、 更 加 系统 ， 有 刊 于 读者 主动 地 ,积极 地 去 思考 问题 ， 能 更 
好 、 更 快 地 领会 和 理解 所 讲述 内 容 。 课 中 有 些 内 容 不 易 讲 授 , 如 多 
值 函数 的 单 值 万 录取 和 黎 曼 曲面 的 构造 ， 解 析 函 数 佑 曲线 的 解析 
开拓 与 单 值 性 定理 ， 黎 曼 存 在 定理 与 边界 对 应 定理 等 。 对 这 部 分 
内 容 力 图 在 概念 上 博得 更 依 楚 些 、 方 法 上 讲 得 更 透彻 些 ， 

书 中 充分 吸取 国外 教材 中 有 意思 、 有 启发 性 的 内 容 ， 如 第 三 
章 作 为 导数 法 则 的 应 用 ， 证 明 多 项 式 零 点 与 其 导数 零点 的 关系 ; 
Cauchy 公式 的 证 明 采 用 数学 归纳 法 处 理 ; 第 六 章 在 单 叶 解 析 函 数 
的 应 用 中 加 进 解 析 函 数 局 部 映射 的 性 质 ， 本 书 与 当前 国外 教材 主 
要 差别 在 于 Cauchy 定理 的 处 理 。 国 外 教材 都 是 先 引 入 曲线 绕 一 
点 的 环绕 数 和 闭 曲线 族 在 区 域 上 同调 于 零 的 概念 ， 定 理 的 证 明 采 
用 Dixon 证 法 或 Beurdon 证 法 、Artin 证 法 等 。 而 本 书 仍 采 用 
传统 的 Pringsheim 方法 处 理 。 因 为 这 样 做 并 不 影响 今后 学 习 黎 
曼 曲 面 , 多 复 变 函数 、HH, 空间 ,. 单 叶 函 数论 等 专门 化 课程 ,而 且 国 
外 教材 的 讲 靶 不 能 替代 本 书 的 旧 法 ， 比 如 本 书 讨论 积分 路 径 可 以 
是 区 域 的 边界 ,和 区 域 可 以 包含 无 穷 远 点 情形 。 


本 书 在 与 数学 分 析 的 衔接 上 ， 尽 量 做 到 相互 推 证 ,彼此 呼应 ， 
如 在 第 三 章 应 用 数学 分 析 中 反 函 数 存在 定理 来 证 解析 函数 的 反 函 
数 定理 ,用 数学 分 析 中 曲线 积分 与 路 径 无 关 定理 ,证 明 单 连通 域内 
调和 沙 数 一 定 有 共 轿 调和 水 数 ， 和 对 数 沙 数 在 不 含 原点 的 单 连通 
域内 一 定 可 取出 单 值 解析 分 支 等 。 特 别 实 初等 函数 是 解析 通 数 在 
实 轴 上 的 限制 ,所 以 关于 初等 沙 数 的 一 些 命题 ,用 解析 水 数 方法 可 
给 出 统一 的 ,简明 的 处 理 ， 如 重新 得 初等 函数 的 Taylor 展 式 ,而 
不 必 去 证 余 项 趋 于 零 ;正切 \、 余 切 函 数 展 成 部 分 分 式 ， 在 数学 分 析 
中 用 Fourier 级 数 技巧 ,一 些 特殊 广义 积分 计算 用 参 变 积分 技巧 ， 
现在 用 留 数 定理 给 出 统一 的 \ 有 一 定 程式 可 循 的 处 理 。 但 “。” 在 
实 轴 上 积分 是 例外 ,用 复 分 析 方 法 比 数 学 分 析 中 办 法 来 得 复杂 ,所 
以 本 书 圭 入 一 段 数学 分 析 的 内 容 ， 使 读者 对 有 关公 式 前 后 左右 关 
系 有 一 完整 的 以 识 . 

本 书 是 按 64 学 时 的 课程 编写 的 ， 对 只 有 48 学 时 的 课程 也 是 
适用 的 ,当然 课程 内 容 需 要 作 些 删 减 。 如 第 三 章 反 余弦 、 反 正切 半 
数 不 讲 ;第 五 章 第 一 节 只 着 重 讲 Weierstrass 定理 ;第 六 章 关 于 对 
半 纯 项 数 的 应 用 不 讲 ; 第 七 章 有 选择 地 只 讲 前 三 节 内 容 ; 第 八 章 只 
讲 前 两 上 内 容 ， 单 值 性 定理 仅 介绍 不 证 明 ; 第 九 章 只 讲 第 一 节 内 
容 , 黎 受 贞 射 定理 与 边界 对 应 定理 只 介绍 不 证 明 。 在 类 序 上 ,把 第 
七 章 移 到 最 后 ,必要 时 可 以 删 去 。 经 这 样 删节 后 ,这 些 内 容 是 能 够 
在 48 学 时 内 讲授 完 的 。 

此 节 编 写 过 程 中 ， 张 顺 燕 教授 仔细 审阅 书稿 ， 并 提出 了 许多 
有 益 的 修改 意见 。 责 任 编辑 刘 勇 同志 为 审 编 此 书 付 出 了 辛勤 的 劳 
动 , 在 此 , 谭 向 他 们 表示 衷心 的 感谢 

由 于 作者 水 平 所 限 , 书 中 缺点 和 错误 在 所 难免 , 层 切 希望 大 家 
批评 指正 


方 企 其 
1996 年 1 月 于 北京 


。 li 。 


第 一 章 复数 与 复 空间 ro 1 
§1 复数 域 oo 1 
4 ,复数 的 表示 本 全 的 和 2 
§3 ”复数 的 运算 eet 4 
§4 不 等 或 于 上】 5 
$5 圆周 和 直线 方程 7 
56 关于 贺 周 的 对 称 息 ee 9 
57 复数 的 球面 卖 示 与 扩充 复 平面 pp 11 
习题 14 
第 二 章 复 平 面 的 拓扑 和 17 
§1 复 平面 上 的 开 集 与 闭 集 So 17 
§2 完备 性 和 19 
§3 紧 性 本 20 
$4 曲线 22 
4$5 连通 性 和 25 
56 连续 羡 数 pe 28 
习题 29 
第 三 章 解析 函数 概念 与 初等 解析 沼 数 es 31 
$1 解析 臣 数 概念 31 
$2 可 导 的 充 要 条 侍 站 pp 33 
$3 导数 的 运算 36 
s4 “导数 的 凡 何 意义 与 函数 的 实 可 逢 -pp 40 
$5 指数 函数 和 44 
$6 儒 可 夫 斯 基 孙 数 .pp 46 
$7 分 式 线 性 变换 49 
§8 三 角 国 数 et tr 55 


§10 每 消 数 EE NS PO pe A A €3 

511 翁 可 夫 斯 基 函 数 的 反 函 数 与 反 三 角 函 数 .pp 65 
11.1 人 怖 可 夫 断 基 函 数 的 反 状 数 ， pe 65 

11.2 反 三 角 泡 数 呈 etbrrbt. 68 

习题 71 

第 四 章 Cauchy 定理 与 Cauchy 公式 oo 75 
§1 积分 TT 75 

$2 Cauchy 定理 79 

§3 Cauchy A er 88 

$4 ” 变 上 限 积 分 确定 的 函数 ee. 96 

$5 最 大 模 原理 与 Schwarz 引 理 101 
习题 9 105 

第 五 章 解析 函数 的 级 数 展 开 oo 1069 
§1 泛 数 项 级 数 109 

bl 数 天 级 数 六 和 且 丽人 ao 和 109 

1.2 函数 项 级 数 与 Welerstrass 定理 ppp 110 

1.3 级 数 > 2 的 收 敏 姓 ee 115 

32 和 宕 级 数 与 Taylor 展 式 和 118 

2.1 考级 数 en 118 

2.2 解析 函数 的 Taylor 展 式 oe. 124 

2.3 零点 的 孤立 任 与 唯一 栓 ee 127 

$3 Laurent 级 数 与 Laurent 展 工 呈 ee 129 

3.1 Laurent 级 数 ee 129 

3.2 Laurent 展 式 9 9 131 

3.3” 弧 立 奇 点 134 

$4 整 函数 与 亚 纯 请 数 站 ppp CE 141 
习题 144 

第 六 章 留 数 定理 和 幅 角 原理 oo 9 + 148 
$1 留 数 定理 : ee es ee 和 + 148 

1.1 留 数 的 定义 与 计算 ee 人 148 


9 lye。 


1.2 留 数 定理 oe bt 150 


52 ” 幅 角 原理 与 Rouché 定理 ee i 153 
2.1 关于 零点 与 极点 的 一 般 定理 ee ae 153 
2.2 申 角 原 理 与 Rouché 定理 i 155 

$3 求解 析 函 数 的 堆 点 数 … 159 

§4 单 叶 解 析 函 数 的 性 质 … ee 163 

§5 求 亚 纯 函 数 的 展 式 oo 169 - 

8$6 ” 求 某 些 函数 的 定 积分 pp 172 

习题 pe 185 

第 七 章 ”调和 函数 .pp 190 

81， 共 弧 调 和 微分 与 Green 公式 190 
1.1 ”调和 微分 与 共 轿 调 和 微分 ………………… a 190 
1.2 Green 公式 站 ee 人 195 

§2 平均 值 性 质 TA TT EE PO OT 二 交 册 196 

$3 poisson 公式 与 Poissoa 积分 199 
3 Poisson 人 199 
3.2 Poisson 积分 Ne 202 

§4 几 个 等 价 命题 与 Harnack 原理 ee 205 
4.1 调和 函数 的 几 个 容 价 命题 RN 205 
4.2 Harnack 原理 pp Ee 206 

55 次 (下 ) 调 和 函数 和 PP 208 

§6 Dirichlet 问题 pp 212 

习题 oo 219 

第 八 章 解析 开拓 pp ee 222 

$1 解析 开拓 概念 与 军 级 数 解析 开 招 … 222 
1.1 解析 开拓 概念 222 
1.2 宪 级 数 的 解析 开拓 ee 224 

§2 对 称 原 理 oe 227 

5$3 单 值 性 定理 ………… oe 2 232 
3.1 沿 曲线 的 解析 开拓 i ed 232 
3.2 单 值 性 定理 235 

习题 ee 239 


第 九 章 ” 共 形 映 射 NNRNR 242 


$1 共 形 映射 的 例子 … es 242 
1.1 单 连通 区 域 情形 pp 3 
1.2 二 过 通 区 域 情 形 249 

42 黎 曙 存在 定理 252 
2.1 Montel 定理 253 
2.2 黎 曼 存在 定理 pep 258 

§3 边界 对 应 262 
3.1 函数 g(w) 的 连续 开拓 .………- a 262 
3.2 函数 f(z) 的 连续 开拓 ………，… hy Vd re i A 266 

54 ”多 和 角形 的 共 形 鼎 射 … 269 
4.1 Schwarz-Christoffel 公式 ee ee ee 269 
4.2 允 形 情形 .pp es 275 

可 279 

附录 eo】 283 
习题 答案 与 提示 SO 299 

名 词 索 引 TR 322 

参考 书目 325 


第 一 章 复数 与 复 空 间 


在 中 学 代数 课程 里 ， 为 了 解 一 元 二 次 方程 而 引进 了 复数 的 概 
念 ， 并 且 盖 明了 它 的 运算 和 若干 基本 性 质 。 这 一 章 在 复习 复数 的 
运算 和 性 质 的 基础 上 ， 我 们 要 讨论 关于 圆周 的 对 称 点 和 球 极 射 
影 。 


$1 复数 域 


在 中 学 课程 里 ,我 们 把 MV 一 1 记 为 i, 并 引进 复数 a 十 这 ， 
其 中 a, b 为 实数 。 这 样 讲 对 今后 进一步 的 讨论 不 会 产生 什么 麻 
烦 ， 但 从 还 辑 上 来 说 毕竟 是 有 缺陷 的 ， 它 名 避 了 虚数 i 的 存在 问 
题 ， 因 为 我 们 没有 定义 过 负 实 数 开 平方 根 。 为 了 从 逻辑 上 克服 这 
一 缺陷 ,必须 只 用 实数 来 给 出 复数 的 定义 ， 
我 们 把 复数 集 定义 为 所 有 有 序数 对 (a,6) 的 集合 ,其 中 ;6 
为 实数 。 有 序数 对 的 加 法 与 乘法 定义 如 下 : 
(a,b) + (c,d) = (ode,b + d), 
(ga,b)(c,d) = (ac — bd,bce + ad). 
容易 验证 ,这 样 定义 的 复数 集 满足 域 的 所 有 公理 ,也 就 是 说 满 
足 加 法 和 乘法 的 结合 律 、 交 换 律 ,分配 律 ,对 加 法 存在 零 元 素 (0,0) 
和 北 元 素 〔 一 。， 一 6)， 对 乘法 存在 单位 元 素 〔1,0》 和 每 一 个 非 
零 元 素 (ob) 有 逆 元 素 (a/《@? 十 如， 一 b/(a? 十 如))， 所 以 复 
数 集 在 定义 加 法 与 乘法 运算 后 为 一 域 。 根 据 运 算 定 义 ， 任 一 有 序 
对 《a,5) 总 可 表示 成 : 
(0,6) = (a,0) + (0,1)C5,0). 


我 们 通过 映射 ce 上 -> (0)， 建 立 实数 域 和 复数 子 域 间 的 司 构 , 即 
不 仅 有 映射 是 一 一 对 应 ,而 且 保 持 加 法 和 乘法 ,所 以 我 们 可 以 把 实数 
域 看 成 是 复数 域 的 一 个 子 集 ,记号 (a,0) 与 4 可 以 不 加 区 分 。 再 
记 《0,1) 为 i, 那 末 我 们 有 
(ga,6) = (a,0) + (0,1)(6,0)=4a+iy, 
?= (0,1)(00,1) = (—1,0) = 一 1. 

这 说 明 用 有 序 实数 对 定义 的 复数 可 以 用 我 们 熟知 的 记号 来 表 
示 . 数 i 的 平方 为 一 1!， 现 在 i 表示 一 个 实数 对 (0,1), 这 就 解决 
了 i 的 存在 问题 ,而 熟知 的 复数 运算 仍 有 效 。 为 方便 起 见 , 我 们 仍 


记 工 = V 一 1， 称 i 为 纯 磺 数 单位 ， 
$2 复数 的 表示 


上 节 定 义 有 序 实数 对 (x,y) 为 复数 , 记 作 z。 引 入 记号 i 一 
(0,1) 和 恒 同 实数 4 与 复数 (a,0) 后 , 复数? 可 记 为 x 一 x 十 iy， 
x,y 分 别称 为 复数 z 的 实 部 和 虚 部 , 记 攻 : 

X= Rez, 7 一 Imz。 

在 平面 上 取 正 交 坐 标 系 Ozy， 用 坐标 为 〈*, ?) 的 点 了 表示 
复数 x 一 z+ 十 iy， 这 样 复数 就 与 平面 上 的 点 一 一 对 应 ,实数 与 
x 轴 上 的 点 一 一 对 应 ，* 轴 称 为 实 轴 ; 虚数 iy 与 7》 轴 上 的 点 一 一 
对 应 ，y 轴 称 为 虚 轴 。 与 复数 建立 了 这 种 对 应 关系 的 平面 就 称 为 
复 平 面 ， 今后， 复数 与 复 平 面 的 点 可 以 不 加 区 别 。 全 体 复 数 或 复 
平面 记 作 C. 

复数 也 可 与 平面 上 的 自由 向 量 一 一 对 应 。 设 复数 z 一 zx 十 
iy 对 应 于 点 了 一 (*, y)， 则 复数 z 与 向 量 OP 对 应 (向 量 OP 平 

移 后 所 得 向 量 与 原 向 量 视 作 同一 向 量 )， 反 之 ,给 定 一 向量 , 将 其 
起 点 置 于 原点 , 设 其 终点 为 了 ,x 和 7 分 别 是 OP 在 x 轴 和 7 办 上 
的 投影 , 则 给 定向 量 对 应 于 复数 x 一 * 十 iy， 


2 .+ 


We ee ee crownere er 一 


向 量 OP 的 长 度 7 称 为 复数 * 二 x 十 iy 的 模 , 记 特 |z|, 显 
然 ( 图 1-1) 
lz| = r= V+ y, 
| x| 
| y| 
假如 已 不 是 原点 ( 即 xz 关 0)， 
则 称 向 量 OP 与 * 轴 正 向 之 间 的 夹 角 
6 为 复数 z 的 幅 角 , 记 作 Argz。 幅 角 
的 符号 规定 为 : 由 正 实 轴 依 反 时 针 方 
向 转 到 OP 为 正 ， 顺 时 针 方 向 为 负 ， 显然 一 个 复数 有 无 穷 多 个 幅 
角 , 若 6, 为 复数 z 的 一 个 幅 角 ,那么 
0 一 0, 十 2k (KeZ 一 一 整数 集 ) 
就 给 出 了 复数 z 的 全 部 幅 角 。 为 确定 起 见 ， 我 们 只 取 一 个 幅 角 与 
之 对 应 , 称 为 幅 角 的 主 值 , 记 作 argz， 主 值 通 常 有 两 种 取 法 ,一 种 
取 法 是 在 Argz 中 取 满足 0 < 6 < 2x 的 幅 角 作为 主 值 ,这 时 
{are tan 三 ， z 在 第 1 象限 ; 
| 


y 
argz 一 4arctan +n, z 在 第 I,III 象限; 


< zi< I + ly. 


图 1-1 


arctan 2 十 2x， z 在 第 IV 象限 。 
x 


另 一 种 取 满 足 一 x 和 < 6 二 x 的 幅 角 作为 z 的 幅 角 主人 秆 ,这 时 
arc tan 二 ， z 在 第 I.IV 象限 ; 
argz 一 . 
》 wm TE 
| arctan 7 士 工 z 在 第 1 象限 
不 管 主 值 如 何 取 , 总 有 
Argz 一 argz 十 2AT， KEZ, 
上 面 公 式 是 说 : 给 定 复数 的 实 部 与 虚 部 ， 我 们 可 以 求 出 复数 
» 3 。 


的 模 与 幅 角 《> 一 0 时 , 幅 角 是 不 定 的 )。 反 之 给 定 复数 的 模 " 与 
幅 角 6， 我 们 有 
f 一 rcos0， 
y = sinO., 
所 以 
z=Xx+iy= +r(cos0 + isinO0). 
我 们 定义 e” 为 : 
ei 一 cosb 十 isin0. 
这 么 定义 的 合理 性 在 于 它 仍 保留 了 指数 运算 规则 ， 如 容易 证 明 
etie 一 e0 .ei9:。 这 样 复数 x 可 表示 为 形式 : 
2 一 rei9。 
复数 x 一 iy 称 为 复数 z 一 x 十 
iy 的 共 辆 复数 ， 记 作 5， 显然 x 和 
z 关 于 实 轴 是 对 称 的 《图 1-2)。 若 取 
幅 角 主 值 在 [一 x,x)， 则 有 
|z! = |z|， 


arg 3# =— —arg 2, 


(2) = 2, z7 — |zl’, 


x y 
2 ? 21 


$3 复数 的 运算 


我 们 称 两 复数 za 一 2 十 iu za 一 x; 十 1y， 相等 , 如果 x 一 
xz,91 一 y;， 仍 记 为 2 一 -xz;， 注 意 ,复数 无 大 小 可 言 。 
两 复数 的 加 法 和 减法 定义 为 : 
21 士 z 一 《Xi 土 %) 十 iCy,+y,). 


着 用 OP,,DP, 分 别 表示 复数 a 和 z 对 应 的 向 量 ,由 于 复数 的 
9 4 .9 


加 减法 与 向 量 的 加 减法 规则 一 致 ， 因 此 求 两 复数 的 和 与 差 可 化 为 
求 两 向 量 的 和 与 差 ， 按 向 量 求 和 的 
平行 四 边 形 规则 , 疝 量 OP 表示 复 
数 : 十 za， 向 量 PsP, 表示 复数 
2 一 ZX; (图 1-3)。 
讨论 复数 乘除 法 时 ， 我 们 采用 
复数 的 极 坐 标 形式 。 设 21 一 rieiol， 


2 一 rzeia， 则 


zi。2Zzz 一 ri7ieioieig: = riraeitb+02 ， 图 1-3 
所 以 
jzizil = rrs, Arg(zzi) 一 0 十 9 十 2 ，AEZ。 
由 此 得 
人 一 |z1| |z2|, 
Arg(sizz) 一 Argzi 十 Argza， 
这 表明 两 复数 乘积 的 模 等 于 模 的 乘积 ,乘积 的 幅 角 等 于 幅 角 的 和 ， 
同 理 可 得 (zx, < 0) 
[zz = |z1/1z,l, 
Arg 也 = Arg 2 — Arg 2;, 


2 


即 两 复数 商 的 模 等 于 模 的 商 , 商 的 幅 角 等 于 幅 和 角 之 差 。 


因 1 一 oe ?所 以 |il 一 1，argi 一 x/2， 于 是 iz 对 应 的 向 
量 可 以 由 z 对 应 的 向 量 经 逆 时 针 旋 转 90° 而 得 到 , z/i 一 一 iz 对 
应 的 向 量 可 以 由 * 对 应 的 向 量 经 顺 时 针 旋 转 90。 而 得 到 。 


$4 不 等 式 


利用 复 教 加 法 的 几何 意义 及 三 角形 两 边 长 的 和 不 小 于 第 三 边 
的 长 ,我 们 可 得 三 角 不 等 式 。 


定理 1 |z 十 zz 过 lz 十 | zz| 《1 
证 明 由 
a 十 za]? = (2 + 22) (7 二 z2) 
一 《zl 十 21) (2 十 2) 
一 |zl’ + (zs.82 + 327) 十 | zj 
=— |z|’ + 2Re(z1z) + | za 
和 Re(ziz2) 所 |zi8z| 一 | |s| ， 所 以 
Iz 二 zl 委 |z 二 22 十 zs 一 《|z 十 | 2 
上 和 式 开 根 即 得 (1)? 式 。 证 毕 . 
推论 lia 一 ll < jz 一 #2|， (2) 


< Pia. (3) 


证 明 由 定理 1， 
1z < |z — zl + |z2|，, 
因此 
|z,| — |z2! < |z— zl. 
同 理 
[zj — |z| < [zs — | = |z— ?2|. 


由 上 两 式 即 可 得 (2)。 利 用 三 角 不 等 式 和 归纳 法 不 难 推出 (3) 式 . 
证 毕 . 
定理 2 设 a bi (k= 1,2,..*.,n) 为 复数 , 则 
3 (4) 
Dot) < (Dat) Dt) 
证 明 设 :为 任意 复数 , 则 
0< 1 — iB = (0 — Ba — i) 
= |al*— 2Reiabr 十 1?lbrl’, 
对 指标 和 & 求 和 ,得 
0 < or 一 ze ou + D2 Ibals, (5) 


取 . 
to > ob/ Dlbal', 
《无 凡 设 分 母 不 为 堆 ) 代 人 (5) 式 得 


。 2Re 于 ol 2 mx 
0< >， laxl’ 一 5 9 
“™ LA 六 16 
k=1 R=1 


化 简 吊 得 (4) 式 .证 毕 。 
$5 圆周 和 直线 方程 


若 z= x 十 iy 一 rel， za 一 入 +i iy; 一 rze2 ， 则 
Rezizas 一 Rezizz 一 Xx 十 yy2 一 riricos(O, 一 60， 
”这 表明 Re zz, 在 几何 上 表示 x,，z， 对 应 的 向 量 的 内 积 或 数量 
积 。 利 用 这 个 几何 解释 ， 我 们 来 讨论 直线 方程 和 关于 直线 的 对 称 
给 定 复 平面 上 直线 亏 ， 它 的 法 向 量 对 应 于 复数 互 〈 不 要 求 为 
单位 向 量 ), 则 直线 工 的 方程 可 
用 
ReBz — —C/2 (6) 
来 表示 (图 1-4)， 其 中 C 为 某 
一 实数 。 当 z 对 应 的 向 县 与 如 
对 应 的 向 量 夹 角 为 锐角 时 ，C 
取 负 值 ; 钝 角 时 C 取 正 值 。 利 
用 


Rex 一 (zz 十 7)/2， 


直线 二 方程 (6) 可 改写 成 
互 z Bs+C=0, . (7) 


人 


反之 ,给 定 方程 (7), 其 中 B 为 复数 , C 为 实数 ， 则 (7) 式 等 价 于 (6) 
式 ,所 以 (7) 式 表示 一 直线 方程 ， 
设 阅 周 天 的 圆心 为 z。， 半 径 为 R， 则 天 的 方程 为 
|z 一 2 —R 或 Iz 一 z|:= R’ 
(图 1-5)。 将 其 乘 开 得 


zz 一 5oxz 一 zo5 十 |zl2 一 RI=-=0。 
K 若 令 4 二 1, B= 一 2%, C= |%i’— R’, 
加 局 天 的 方程 可 写成 


Azz + Bz Bz++C—=0,. (8) 
反之 , 若 给 定 上 述 方程 ,其 中 系数 满足 : 
A,CER,BEC, 1BI:*— AC > 0, (9) 
则 方程 (8) 表 示 直 线 或 圆周 方程 。 事 实 上 4 = 0 时 ，(8) 式 即 为 直 
线 方程 (7) 式 。 若 4 0, (8) 式 除 以 4 得 。 


zz+ BrtBit+C-0, 
24 4 /4 


图 1-5 


类 似 于 解 二 次 方程 ,把 上 式 改 写成 
++ 同和 


VIBl:— AC 
“十 | ”一 hm 
所 以 方程 (8) 表 示 以 一 8/4 为 心 ， 以 V1B|? 一 A4C/14| 为 半径 
的 圆周 方程 . 

在 复 分 析 中 ， 我 们 把 直线 也 称 为 过 无 穷 点 的 圆 局 . 侍 合 上 面 
讨论 可 得 

定理 3 给 定 方程 4zz 十 了 z 十 Bz 十 C 一 0, 其 中 4、C 为 
实数 , B 为 复数 ， 且 181 一 4C > 0， 则 方程 是 一 圆周 方程 。 反 
之 ,每 一 圆 局 方程 总 可 表示 成 系数 满足 (9) 的 方程 (8)。 


。 B 。 


得 到 


$6 关于 圆周 的 对 称 点 


设 两 点 xz: 位 于 直线 工 的 两 侧 , 若是 连接 x,,zx, 线段 的 
垂直 平分 线 时 , 则 称 z,,z; 关于 直线 上 对 . 
称 ( 图 1-6)， 

设 上 的 方程 为 Bz 十 Bz 十 C 一 0, 怎 
么 判断 丙 点 2% ,z: 关于 工 是 对 称 的 呢 ? 直 
线 工 与 连接 z,，z, 的 线 女 垂直 ， 即 向 量 
2 一 21 与 向 量 i 有 8 正 交 ,用 式 子 来 表示 为 : 

ReiB(z;— 2)=0,. (107- 


工 是 连接 zzz 线段 的 平分 线 , 即 点 并 卫生 满足 的 方程: 


户型 寺 各 十 B 和 二 各 C0. (11) 
由 (10) 式 可 得 
iB(z, — 81) — iB(z,— #1) = 0, 
训 
Bz; .Bz, = Bz, + Bz,. 
将 上 式 代入 (11) 式 便 得 | 
Bz + Bz+C—m0, (12) 
这 表明 若 z1,z; 关于 直线 L; Bz 十 Bz 十 C 一 0 对 称 , 则 zz， 
要 满足 (12) 式 。 反 之 , 若 zz 满足 (12) 式 ， 对 (12) 式 取 共 罗 可 得 
Bz+ Bz,+ C= 10, (13) 
将 (13) 式 与 (12) 式 相 加 ,得 (11) 式 ;将 (13) 式 减 去 (12) 式 ,可 得 
B(3,— 2) — Bz,— z) = 010, 
上 式 乘 以 i/2, 便 得 (10) 式 。 这 说 明 若 (12) 式 成 立 ， 必 有 (10)， 
(11) 式 成 立 ， 其 几何 意义 为 直线 工 是 连接 zx,,z， 线段 的 垂直 平分 
线 , 所 以 zz 关于 直线 工 对 称 ， 


设 两 点 z,, x; 位 于 圆周 天 的 两 侧 ， 并 位 于 过 圆心 x。 的 同一 
| 条 射线 上 ,还 满足 
|z 一 zz 一 2 = R’, 
其 中 RR 为 芳 周 六 的 半径 , 则 称 x,,z; 关 
于 圆周 玉 对 称 ( 图 1-7). 
事实 上 若 x,,s， 满足 


2 
2 一 2 一 < = (14) 
1™ 80 


177 则 z1,z; 关于 天 对 称 。 因 为 对 上 式 取 
模 与 幅 角 得 
{一 zo||z 一 zo| = R’, 
arg(za 一 20) 一 一 arg(z 一 Ko) 一 arg(zi 一 zo)。 
上 面 第 二 式 表 明 zz: 位 于 过 图 心 zx。 的 同一 射线 上 。 
若 天 由 方程 4zz 十 Bz 十 Bz 十 C 一 0 给 出 , 系数 满足 (9)， 
怎么 判断 zz 关于 玉 对 称 呢 ? 因 天 的 方程 等 价 于 


Bi Vi81 一 4C 
= 二 也 | -和 可 ， 
若 xz 关于 玉 对 称 , 则 由 (14) 可 得 
1Bl:— AC 
2 
mt ， (15) 
4 
化 简 得 
4zzzi 十 万 z; 十 有 2 十 C 一 0. (16) 


反之 , 若 xxz 满足 (16) 式 , 必 满 足 (15) 式 , 即 #1,x; 关 于 KK 对 
称 。 综 合 于 面 讨论 ,可 得 下 面 定理 。 
定理 4 给 定 两 点 x,,z; 和 圆周 Az3 十 Bz 十 Bz 二 C= 0. 
其 系数 满足 (9)， 则 xzz 关于 圆周 对 称 的 充分 必要 条 件 为 ; 
Azzzi 十 5z; 十 82 十 C 一 0， 


$ 7 复数 的 球面 表示 与 扩充 复 平面 


在 RR 中 考虑 一 个 半径 为 1 的 球面 5: 
| 人 十 x 十 一 1， 
点 (0,0,1) 称 为 北极 , 记 作 N。 平面 Oxix, 与 复 平面 C 重合 ,， 所 
以 复数 x 一 x 十 iy 也 可 看 成 三 维 实 空间 的 点 z 一 (x,y,0) 图 
1 


2 


图 1-8 


: 我 们 来 建立 C 上 的 点 2 与 5 上 的 点 Z 之 间 的 一 一 对 应 ; 先 
没 给 定 *, 在 Rs 中 作 过 z,N 的 直线 , 它 与 5 交 于 一 点 Z 二 N. 
若 |s| < 1， 那 末 Z 在 下 半球 面 ;车 |z| >>1， 那 末 Z 在 上 半球 
面 ; 若 |z| 一 1, 则 2 一 xz。 反之 着 给 定 球面 S 上 一 点 Z < NN， 
过 Z,N 作 直 线 , 它 与 C 交 于 一 点 z。 这 样 除 N 点 外 , 复 平面 C 
与 SM{N} 上 的 点 是 一 一 对 应 的 , 并 且 当 |z| -> 十 oo 时 , z 的 对 
应 点 Z 趋 于 N， 因 此 很 自然 会 想到 在 C 中 引进 一 理想 点 , 称 为 无 
穷 远 点 , 记 作 z 一 co, 它 与 点 对 应 。 添 加 oo 点 的 复 平面 称 为 扩 
充 复 平面 , 记 作 5 一 CU{co}。 我 们 应 当 注 意 ,平面 的 oo 点 , 眼 原 
点 一 样 , 也 设 有 幅 角 ,这样 与 5 上 的 点 建立 起 一 一 对 应 ,8 称 
为 黎 曙 球面 ,5 与 5 这 种 一 一 对 应 称 为 球 极 射影 

: 111. 


设 z 一 xx 十 i9， 对 应 的 2 一 (zz 2)， 我 们 来 求 坐 标 之 
洞 的 对 应 公式 。 过 zx, 交 的 直线 上 的 点 为 
IN 二 (1 一 为 2， 一 o < 一 < 十 oo， 
写成 分 量 形式 为 ; | | 
((l— 2x,(1 一 1)7)f)， 一 oo < 上 < 十 co。 
3t6( 一 oo ,十 co)， 使 1 
z(tr, x= (li)y, %= 1 (17) 
因 Z 点 在 S$ 上 ,坐标 应 满足 | | 
1=(0—ir++ iy += (1— 1sl?+r, 
或 . 
1—2= (ozl, 


解 出 1 二 1 或 1 一 上 上 二! 因 Z x N, 所 以 与 Z 对 应 的 + 只 


|z P+ 
能 是 ja 
El 1 
zr 《18) 
由 (17) 与 (18) 得 到 与 z 点 对 应 的 Z 点 的 坐标 为 : 
xo 
x = (1 2) jz + 
二 一 让 《19) 
1z 旦 一 】 
:了 
反之 ,由 Z 的 坐标 (*x),x;,x;) 求 对 应 点 2 的 4 公式 为 : 


有 了 对 应 公式 ,我 们 可 以 说 明 球 面 9 上 一 圆周 ,经 球 极 射影 到 

C 上 ， 其 像 仍 是 圆周 。 反 之 亦 然 .事实 上 球面 9 上 的 圆周 可 以 用 
方程 2 2 2 
人 (21) 


OX xy 十 aX 


ss 12.。 


来 表示 ,其 中 C1 02303 ?0 为 实数 , 且 满 足 
mtoto=1, lecl<1, 
利用 (19) 对 应 公式 ,代入 (21) 中 第 二 式 得 
a z 十 多 一 ia Zo— 2 EA em 
lzj? 十 1 |zjz 十 1 jz 十 1 
化 简 得 
(a 一 cx)Jzz 十 (ol 一 ic)z 十 (ol 十 ia)z 十 (一 路 一 cc) 一 0. 
《22》 
因 4 一 % 一 a,C 一 一 ;一 0 为 实数 ，B 一 a 十 io 为 复数 ， 
且 


-0 


1Bl?— AC =o+oa+(o— em)=m=1—o>0, 

所 以 (22) 式 表示 贺 周 方程 。 当 4 二 0 时 ，(21) 式 表示 8 上 的 一 大 
圆 导 , 它 在 C 上 的 球 极 射影 (22) 中 系数 满足 4 十 C 一 0， 又 藻 
S 上 的 图 局 过 N 点 ， 即 om 一 c， 这 时 它 的 球 极 射影 为 C 上 一 直 
线 , 这 也 说 明 为 什么 我 们 把 直线 统一 称 作 圆 局 的 理由 。 

反之 ，C 上 的 圆周 4zz 十 Bz 十 Bz 十 C 一 0， 其 系数 满足 
《9), 它 一 定 是 3 上 某 一 图 局 的 球 极 射影 .事实 上 利用 (20) 式 可 得 

4 ri + 了 Xi 十 ix Bi 二 C 一 0， 

《1 一 rs 1 — Xx; 1 — zx; 

化 简 得 

(B+ Bx +i(B— B+ (A— C= —(A4+C). 

(23) 
令 四 一 有 十 万 ,cs ~ i(B—B),%= A— co 一 一 (4 十 C)， 
则 它们 篆 为 实数 ， 且 ?过 ai 士 邓 十 中， 所 以 把 平面 方程 (23) 的 
法 向 量 单位 化 ， 即 为 (21) 中 第 二 式 ， 说 明 平 面 (23) 必 与 8 相交 ， 
其 交 线 为 S$ 上 的 一 个 圆周 。 若 4 十 C 一 0, 有 ww 一 0. 故 方程 
Azz 十 Bz 十 Bz 十 C 一 0 是 9$ 上 大 圆周 的 球 极 射影 的 充 要 条 件 
为 4 十 C 一 0. 若 4 一 0， 这 时 有 一 c， 说明 C 上 直线 是 
$ 上 过 NN 点 圆周 的 球 极 射影 ， 
es。 13， 


对 C 空间 我 们 用 |z, 一 | 表示 和 sz 节点 间 的 欧 氏 距离 ， 
有 了 距离 就 可 引入 邻 域 . 开 集 、 闭 集 等 概念 、 对 C 空间 , 怎么 定义 
两 点 间距 离 呢 ? 设 z,z'€《 七 , 它们 在 5 上 对 应 的 点 记 为 “ 
Z= (ris XX3) 和 2 一 (x1s X72, x) 
我 们 定义 *， zx” 两 点 间 的 球 距 离 为 : 
d(%, 和 人 小 一 [Cx 一 x1)? 十 xz 一 2 十 (xs 一 地 ] ua， 
即 利用 Z,Z' 在 R 中 的 欧 氏 工 丹 来 定义 C 中 的 球 距 离 ， 由 
dz,7) — 2— 2(Cxr1 + Kor + YX ), 


与 (19) 式 不 难得 出 | 
dz,2)— | ， 2 2 € C， 
V+ ia)) +1) 
d(z ,0) 一 一 一 2 
WV 1 十 jz 有 
显然 , 球 距离 也 满足 三 角 不 等 式 。 
习 题 


1， 求 复数 1+i,2— 3i, 1 十 cosg + isin 0(—nx 0 A) 
的 模 和 幅 角 主 值 。 
2， 将 下 列 复数 表 为 a 十 页 形式 


in， -二 i (1 二 1iW3yCI 二 iD 十 (1 一 ioeN: 
3. 设 x 一 cosg Hising 闪 1， 求 2 
一 2 


4， 证明 : (1) | 2 一 22|* = |z)? 一 2Rez,z; + |za?; 3 . 

C2) Jz 十 za 用 十 2 — zal? = 2C1sl + 1z21’), 并 说 明 其 
几何 意义 。 

5. 证 明 : | | 

(1) [1— zzf— lam— z= (1— |||) — ll?); 

C2) 当 jal 过 1,1zs1 < 1 时， 


1 一 &2 
— $22 


< 1; 


。 14°。 


(3) 当 |z| 一 1 或 |zs| 一 1 之 一 成 立时 ， 


1— 22 一 1 


一 2023 
6. 证明 ， 当 Ilzl 一 1， 时 ， 
jz 一 | 一 2 过 上 十 ] za| 
1 一 [zs 1 1 十 |zzz ” 
aa z 的 集合 E, 并 作 图 〈z: 关 zx2)。 
和 人 <， (2) Re 三 一双 一 0， 
z 一 
(3) 0 一 Re(iz) 一 1， (4) Im ~—0, 
和 一 22 
(5) 0 < arg= “十 i 一 < 


8， 设 zx, 关 2:，1 是 不 为 1 的 正 实 数 ,证 明 ， 


2% 2 
CO— 2% 


一 


一 圆周 ,并 求 出 圆心 和 半径 ， 


9 求 复 数 x 六 0 关于 直线 L; (1) x 一 y 一 0; (2) x+y 一 0 


10. 设 zx 不 在 直线 工 : x 一 a。( 实 数 ) 上 , 求 mm 关于 直线 工 


为 ; 


11 ， 求 出 关于 虚 轴 和 圆周 |z 一 2| 一 ! 的 公共 对 称 点 。 
12 求 出 关于 圆周 |z| = 1 和 lz 一 由 一 了 的 公共 对 称 


13. 证 明 : z， 半 的 球面 9 上 像 是 关于 Oxir 平面 的 对 称 


14. 证 明 : x,z 对 应 于 球面 5 上 一 直径 的 两 端点 的 充 要 条 件 


zz 一 —l, 


e 15 ， 


15. 证明 : |z 一 as 一 中 是 S 上 大 圆 局 的 球 极 射影 , 当 且 仅 
当 R=1 + |zl’, 


16， 证明 图 1-8 中 线段 x 与 ZN 长 之 积 为 2 。( 即 球 极 射 
影 为 区 关于 球面 SCN;V 2 ) 的 反射 ) 
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第 二 章 “ 复 平面 的 拓扑 


这 章 我 们 讨论 复 平 面 的 拓扑 , 即 讨论 C 空间 的 完备 性 、C 内 
集合 的 紧 竹 、 连 通 性 和 其 上 的 连续 函数 的 性 质 。 对 C 空间 只 要 借 
助 于 对 C 空间 拓扑 的 理解 和 几何 直观 ,很 容易 作出 相应 的 结论 。 


$1 复 平面 上 的 开 集 与 闭 集 


我 们 称 以 a€ C 为 心 ,以 为 半径 的 圆 是 4 点 的 一 个 8 邻 域 ， 

简称 。 点 的 邻 域 , 记 作 V(a;e):; . 
VCa;s) =— {x: |z—al <e}. 
VCa;e) 中 除去 4 点 , 称 为 4 的 一 个 空心 邻 域 , 记 作 :; 
V*(a;e) = {2z: 0 一 jz 一 0 <e， 

有 了 邻 域 概念 ,我 们 可 以 定义 开 集 ， 给 定 集合 ECC,a 称 为 
E 的 一 个 内 点 ， 如 果 3e > 0, 使 得 7(c;s)CE。 由 集 互 的 所 有 
内 点 作成 的 集合 , 称 为 E 的 内 部 , 记 作 B?. 显然 E*CE， 一 个 集 
合 E 的 内 部 可 以 是 空 集 , 空 集 记 作 %， 

若 5 = E*， 则 称 为 开 集 。 所 以 开 集 是 由 内 点 组 成 的 集 
合 ， 特 别 邻 域 VCa;e) 为 一 开 集 。 关于 开 集 我 人 有 以 下 结论 : 

(1) C 与 g 为 开 集 ; 

(2) 有 限 个 开 集 的 交集 为 开 集 ; 

(3) 任意 个 开 集 的 和 集 为 开 集 ; 

《4) 集合 E 的 内 部 E? 为 开 集 , 即 〈E?)? 一 E%, 

下 面 讨论 闭 集 。 点 4 称 为 集合 的 极限 点 或 聚 点 , 如 果 Vs > 
0， 总 有 

V*(a;s NE < %, 
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则 称 。 为 二 的 极限 点 。 到 的 豚 限 点 4 可 以 属于 五 ， 也 可 以 不 属于 
E. 

由 集 E 的 所 有 极限 点 组 成 的 集 , 称 为 E 的 导 集 ，, 记 作 E',， 属 
于 EE 而 不 属于 E” 的 点 ， 称 为 互 的 孤立 点 。 由 集 互 的 所 有 极限 点 
和 和 孤立 点 组 成 的 集 , 称 为 E 的 闭 包 ， 记 作 五, 五 一 EUE'。 显然 
ECE., 

若 E 一 忆 ， 则 称 为 闭 集 ,所 以 闭 集 是 包含 所 有 它 的 极限 点 

集合 。 关 于 闭 集 我 们 有 以 下 结论 : 

(1) C 与 8 为 闭 集 ; 

《2) 有 限 个 闭 集 的 和 集 为 闭 集 ; 

《3) 任意 个 闭 集 的 交集 为 闭 集 ; 

(4) 集合 互 的 闭 包 吝 为 闭 集 , 即 (B) 一 E。 

C 中 所 有 不 属于 E 的 点 组 成 的 集 , 称 为 E 的 余 集 ， 记 作 EE'， 
E* 一 C\E。 可 以 证 明 E 是 闭 集 的 充分 必要 条 件 是 E。 为 开 集 . 

最 后 称 EE 为 EE 的 边界 , 记 作 3E,3E 为 一 闭 集 . 

对 扩充 复 平面 CC， 用 球 距离 我 们 也 可 引入 - 一 点 的 邻 域 和 空心 
邻 域 ， 进 而 定义 开 集 和 闭 集 。。 上 述 关于 开 集 和 闭 集 的 结论 只 要 把 
C 换 成 C 都 保持 有 效 。 但 要 注意 的 是 ， 如 果 取 定 的 基本 空间 是 
C, 则 C 既是 开 集 又 是 闭 集 。 如 果 取 定 的 基本 空间 是 各 ， 则 C 是 
E 的 开 集 ,不 是 闭 集 ， 一 般 来 说 BCC 是 开 集 , 则 看 成 空间 的 
子 集 也 是 开 集 ，E CC .是 闭 集 ， 看 成 C 空间 的 子 集 不 一 定 是 闭 
集 ， 例 如 

E={z:. |z| 守 1}CC 
是 闭 集 (E 不 含 oo 点 ), 它 不 是 C 中 闭 集 。 但 集合 . 
E={s: |z| 守 1}CC 
是 闭 集 ,E 包 含 吕 扩 ， 

讨论 C 空间 拓扑 时 ， 我 们 也 可 以 直接 从 邻 域 出 发 ， 不 必 依 赖 

球 距 离 。 若 a。€ C， 邻 域 定义 同上 ; 关 a 一 co ， 定 义 
V(co;R) = {z: |z| > R} 
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为 点 的 R 邻 域 , 或 co 点 邻 域 . 称 
VoSR) 一 {z: +%0> |z| > R} 
co 点 空心 过 


$2 完 备 性 


讨论 C 空间 完备 性 时 ,首先 要 引 人 人 复数 序列 的 收敛 概念 。 设 
有 复数 Zs € Cn 一 1;2，……)， 称 序列 {z.} 收 化 到 点 zo€ C, 或 
{z。} 趋 于 zo， 记 作 Jim zw 二 zo， 如果 ve >0, 习 正 整 数 N, 使 


得 当 名 之 人 时 ,有 | zx。 一 zo < 8， 即 当 2 之 人 时 ， Za€ V(zo;8). 
容易 证 明 limz。= zx。 的 充分 必要 条 件 为 ; 


limRez, 一 Rezi， limIm%, 一 Imzo。 


no0 


序列 {x。} 称 为 收敛 到 o0, 记 作 limz, 一 co， 如 果 YR > 0， 


3 正 整 数 N, 使 得 当 * 宇 N 时 , 有 |z,| > R， 即 当 ”过 N 时 ， 
z.€ V(o0;R). 

C 中 序列 {x,} 称 为 Cauchy 序列 ,如 果 Vs > 0, 正 整数 
N, 使 得 当 n,m 宇 N 时 ,有 |z。 一 zs| 一 es。 

定理 1 设 {xz,} 为 C 中 Cauchy 序列 , 则 序列 {z。} 收敛 到 
zc C， 或 序列 极限 存在 。 

证 明 令 zz 一 x 十 iys (4 一 1,2,…),， 由 1z, 一 zol 过 
&， 可 得 |x。 一 xs| 二 8 和 |y, 一 ywm| 二 8， 所 以 序列 {x,} 和 
{ya》 为 实 Cauchy 序列 。 在 分 析 中 已 证 明 实 Cauchy 序列 必 有 
极限 存在 , 设 

limx, = x limy, = yo 

令 zo 一 zt iyo, 则 lm = zo 证 毕 ， 

车 C 空间 的 Cauchy 序列 必 为 收 钱 序列 , 则 称 C 空间 是 外 
备 的 .定理 1 说 明 C 空间 是 完备 的 。 对 于 C 空间 ,利用 球 距离 同 
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样 可 以 定义 序列 收 贫 和 Cauchy 序 放 概念 ,而 且 可 证 每 一 Cauchy 
序列 必 为 收敛 序列 、 所 以 C 空间 也 是 完备 的 。 这 里 我 们 承认 你 
中 的 Cauchy 序列 必 为 收敛 序列 。 | 

空间 的 完备 性 也 可 用 集合 来 刻画 . ECC 的 直径 记 作 diamE， 
其 定义 为 ; 

diamE 一 supfjlz, — ?|: %,22€ E}, 

Cantor 定理 若 Ff,CCCn 一 1,2,:-*) 为 闭 集 , 且 RDR， 

DF ,diamF,—>0 (2 一 十 oo), 则 门 F, 由 一 点 组 成 . 


证 明 对 于 每 个 4, 在 F, 中 任 取 一 点 zs， 由 于 FFP.…… 
DF, 汪 .…, 于 是 当 n,m 之 NN 时 ， zasZmE Pn 因 limdiamF,. 一 
0， 所 以 Vs > 043 正 整 数 N， 当 n,m 之 入 时 ,有 

13 — Zu| Sdiam Fy < 一 8， 
即 序列 {z,} 为 Cauchy 序列 。 根 据 定理 1, 存在 zs,€ C, 使 得 
mx 一 20。 回 定 玉 ， 当 4 之 及 时 ， F.C Fl, 也 就 有 {zs) 9 CO 
Fh。 由 于 Fk 是 闭 集 ,所 以 me Fh。 既然 上 式 对 一切 成 立 , 故 


十 吧 
206E 到 一 S| F,。 


二 


现在 假如 已 还 包含 另 一 点 20, 那 末 %0,z0€ F,(n 一 1;2……)， 
得 |z 一 z| 所 diamF, 一 0Cn 一 十 00), 由 此 推出 |z, 一 zo| 一 
0 或 z。== z6。， 即 证 明 F 只 由 一 点 z 组 成 ， 证 毕 ， 
若 FCC 为 闭 集 ,利用 球 了 距离 定义 F 的 直径 ; 
diam = sup{d(z,2'): zz € FPF}, 
则 相应 的 Cantor 定理 成 立 。 


$3 紧 性 


C 或 到 中 集合 BE 称 为 紧 集 , 如 果 任 -- 开 集 族 多 柳 盖 下 ， 即 
as 20 。 


上 的 每 一 点 至 少 属于 多 中 某 一 开 集 ， 则 必 能 从 多 中 选 出 有 穷 个 
开 集 G1,G,,…,G。 覆盖 E, 即 
_ Ecl])SG:;. 
Heine-Borel 定理 着 ECC 是 有 界 闭 集 , 则 下 为 C 中 的 
紧 集 ,- - 
证 明 设 多 是 下 的 一 个 开 覆 盖 ， 假 设 多 中 不 存在 五 的 有 穷 
子 覆 盖 。 因 为 E 是 有 界 集 , 总 可 使 E 包含 在 正方 形 8 一 {(x,y): 
lx| 和 M,|ly| 过 M} 中 . 分 8 为 相等 的 四 个 小 正方 形 , 其 中 至 少 
有 一 个 小 正方 形 8, 满足 : 
(1) EN8， 是 有 界 闭 集 ; 
(2) 在 多 中 不 存在 EN 人 M0, 的 有 穷 子 覆盖 。 重复 这 一 作法 ， 
可 得 到 一 列 闭 正方 形 {8,}， 记 
. F, = ENOQ,; 
则 5, 满足 条 件 : 
(1) BR。 是 有 界 闲 集 ，F。CRFs(n 一 1 7273 
《2) 在 多 中 不 存在 R。 的 有 穷 子 覆盖 ; 


(3) diam F, < 去 V2 ->0 (2 -> 十 oo). 


根据 Cantor 定理 , 存在 复数 ze 人 F,。 由 于 F.CE，, 也 就 有 


zo€ E， 所 以 xz 必 属 于 多 中 某 一 开 集 Go， 我 们 总 可 求 得 邻 域 
V(zo; s) CC 由 于 diamF, 一 0， 所 以 当 # 充 分 大 时 ，F， CC 
V(xo; 8) CC G,， 即 用 多 中 一 个 开 集 便 可 覆盖 F,， 这 与 多 中 不 
存在 F, 的 有 穷 子 覆盖 相 矛 盾 ， 证 毕 ， 

推论 若 ECC 为 闲 集 , 则 已 是 C 中 紧 焦 ， 

证 明 、E 有 界 时 ,由 上 一 定理 便 知 ， 所 以 只 要 证 E 无 界 情形 , 
由 于 E 是 闭 集 ,所 以 oo €E ,总 可 求 得 多 中 开 集 Go 使 co Gi. 
而 集合 ENG。 为 有 界 闭 集 ,由 上 一 定理 , 从 多 中 必 能 选 出 有 穷 个 
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CC。 覆盖 E\G,, 故 EC (J Gj, 证 毕 。 
“ 天 一 0 


特别 地 C 本 身 为 紧 集 。 

Bolzano-Weierstrass 定理 ” 任 一 无 穷 集 至 少 有 一 极限 点 
《或 任 一 序列 至 少 有 一 收敛 子 列 , 子 列 可 以 收敛 到 co )， 

证 明 设 互 为 无 穷 集 , 若 互 无 界 ， 则 显然 z = oo 就 是 互 的 一 
个 极限 点 . 若 到 有 界 ,我们 用 反 证 法 . 如 果 互 没有 极限 点 , 则 Vxe 
E,3V(z;6,), 使 得 V*(z;5.,)N 站 NE 一 Bg,， 有 日 E 一 E. 令 

Sg — {V(z;6,): zs € E}, 

则 多 为 E 的 一 个 开 覆 盖 , 由 上 一 定理 ,总 可 选 出 有 穷 个 V(z;; 6;) 
(j 一 1,2,"……,#) 覆盖 EE， 即 至 多 有 有 限 个 点 组 成 ， 这 与 E 是 
无 穷 集 和 矛盾 ， 这 矛盾 说 明 反 证 法 假设 不 成 立 ， 所 以 已 必 有 一 极限 
点 。 证 毕 ， 

上 面 定理 反映 忆 是 紧 集 ,一 般 可 证 若 E 是 紧 集 , 则 中 任 一 
点 列 , 必 有 收 敏 子 列 , 且 收 伍 于 己 中 一 点 。 


$4 曲 线 


今后 在 行文 中 经 常 要 遇 到 连续 曲线 .可 求 长 曲线 .光滑 曲线 和 
Jordan 曲线 等 概念 ,因此 有 必要 给 出 它们 的 明确 的 定义 ， 

连续 曲线 ”连续 曲线 简称 曲线 或 路 径 ,定义 为 区 间 [c,p] 上 
的 连续 复 值 函数 7(:), 写成 . 

TD) = x + yD otieb, 

其 中 x(r), y(t) 都 是 实 连续 函数 。 YCa), 7(6) 分 别称 为 曲线 的 
起 点 和 终点 ,曲线 的 方向 就 是 参数 ; 增加 的 方向 ， 如 果 7(a) 一 
Y(8)， 即 两 端点 重合 , 则 称 7 为 闭 曲线 ， 

曲线 7(z) 的 反 向 曲线 为 7( 一 站 ,一 8 二 1 所 一 ge, 记 作 7 

可 求 长 曲线 ”给 定 曲线 7(); ce 1 志 p， 对 区 间 [cp] 作 
分 割 
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A: ean 


以 各 二 7(5) (0 二 ji 区 为 顶点 作 折线 P，P 的 长 度 为 
F707) 一 ys， 
j=1 


若 对 [a,8] 的 任意 分 割 A, 上 式 有 界 ， 则 称 曲线 7(z) 为 可 求 长 
曲线 , 并 称 上 确 界 


L = sup D171) — ri) 
A} j=1 


为 曲线 7(z) 的 长 度 ， 

光滑 曲线 如果 Y() 一 x2) 十 iy(z) 存在 、 连 续 《在 端点 
理解 为 左 、 右 导数 存在 , 若 7 为 闭 曲 线 时 ， 要 求 Y'《a) 一 7'《8))， 
且 Y(o 关 0， 则 称 YCz) 为 光滑 曲线 ， 因 Y'(w) 表示 曲线 7 在 
zo 一 7《#4) 点 的 切 向 量 ,所 以 7'(1) 连续 , 即 切 向 量 的 长 度 和 切 向 
量 与 正 实 轴 的 夹 角 连 续 地 变化 。 当 7 非 闭 曲线 时 ,Arg 7Y'(z) 总 可 
在 [a,8] 上 取出 连续 单 值 分 支 ， 注意 ,我们 把 光滑 闭 曲线 ， 规 定 
在 两 端点 重合 处 切线 存在 。 而 闭 的 光滑 曲线 ， 规 定 为 在 两 端点 重 
合 处 切线 不 存在 (左右 切线 存在 )， 

若 区 间 [a,6] 能 分 成 有 穷 个 小 区 间 ， 在 每 个 小 区 间 上 7Y(9) 
为 光滑 曲线 , 则 称 > 为 逐 段 光滑 曲线 . 

若 在 闭 曲 线 定义 中 ,再 要 求 na, ne [a, p)， 且 五 关 玉 时， 
7Cn) s 关 7(2)， 则 称 了 为 Jordan 曲线 ,或 称 简单 闭 曲线 。 若 曲 
线 定义 中 要 求 ape [a,P]， 上 且 羡 兰 六 时，7(Cn) 关 7Y(C)， 则 称 
7 为 Jordan 弧 , 或 简单 曲线 . 

我 们 指出 , 非 Jordan 曲线 可 以 自身 相交 . 

下 面 我 们 证 明光 滑 曲 线 一 定 是 可 求 长 曲线 , 且 长 度 为 

L— [eld 
为 此 先 要 定义 区 间 [a, 6] 上 的 连续 复 值 阅 数 大 六 一 x 十 让 
在 [a,B] 上 的 积分 为 ; 
9 123+. 


有 8 
[xOar + | yds, 
记 作 | fedr。 由 定义 容易 看 出 : 
(1) Re [i fC di = | Ref(CrD)dz; 


B 
C2) “为 复数 ，< | Kodz 一 | cfan, 
引 理 设 Ki) 为 [fc,p] 上 的 复 值 连续 函数 , 则 
jiKDa| < [Klar, 


证 明 设 复数 | fCDd 的 幅 角 主 值 为 6， 则 
8 Bp 1 
| rou = [| kasles, 


|W dz 一 ool fe) di 一 [We dz 
对 上 式 取 实 部 得 
和 es 


一 Re er di 一 [ Re(Ce isf(¢))ds 


< [ le-of) 1dr 一 | IaD1dz。 
注意 上 式 只 用 到 两 个 实 函数 积分 不 等 式 ， 证 毕 . 
定理 2 设 Y(b) (c<:< 8) 为 光滑 曲线 , 则 必 为 可 求 长 曲 
线 , 且 长 度 为 ; 
-| rl 
证 明 由 引 理 得 
L ~ sup DY 7() — 7 0)| = sup 3 i YC)dz | 
{a} 7=1 {2} Jy=1 1 


LL Cg. 8 
< sp 3) Ir Ol -| rl ds, 
{a} j=l ji- 全 
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这 说 明 折线 的 长 度 有 界 , 且 工 < | |YCD| dt 
引入 缴 长 函数 :Ct)， 它 表示 曲线 限制 在 [et] 上 的 驱 长 , 则 
上 一 KB) ~ (BP)— so) 一 | Cd 0) 
我 们 来 证 f(s) 存在 , 且 ”CD) = |7'CD)|. 


考虑 [+ 十 A (Ar > 0), 相应 弧 长 记 为 As, 应 用 上 面 的 
结果 与 弧 长 大 于 等 于 弦 长 得 : 


ly 十 AD 一 zl 和 Ar 区 | Cldz, 


上 式 除 以 At， 并 令 Ar 一 十 0， 左 端 趋 于 :7'(?)| ， 右 端 利用 分 
析 中 积分 中 值 定理 也 趋 于 17 (ol ， 故 有 

了 一 17 (91|， (2) 
将 (2) 代 人 (1) 即 得 结论 ， 证 毕 ， 


$5 连通 柱 


讨论 C 中 的 连通 性 ,等 价 于 讨论 R: 中 的 连通 性 ,由 于 数学 分 
析 中 对 连 遂 性 讲述 太 少 ,这 里 有 必要 着 重 来 讨论 关于 连通 性 的 一 

定义 1 设 E 为 C (或 忆 ) 中 集合 , 称 互 为 连通 集 , 如 果 不 存 在 
C( 或 C) 中 满足 下 列 条 件 的 开 集 G1,G2: 

(1) GNG = $; 

(2) ENG x $8, ENG x %; 

(3) EC(GU G,). 
即 不 能 用 两 个 不 相交 非 空 开 集 将 其 一 分 为 二 , 则 称 E 为 连通 集 . 

例如 集合 (图 2-1) 


E = {iy:lyl < 1 {s+ isin 工 ， "<z< 直 
。 4 


显然 不 能 用 两 个 不 交 开 和 集 将 其 分 开 ， 所 以 E 是 连通 集 。 但 E 不 是 
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道路 连通 集 , 即 在 互 中 存在 两 点 ,不 存在 属于 五 的 连续 曲线 连接 所 
取 两 点 . 
又 如 集合 二 {z 士 ie 一 : 
0 二 x 二 十 oo} 可 用 开 集 Gl= 
{z: Imz> 二 0} 和 G,;= {zx: 
Imz < 0} 将 其 分 开 , 所 以 E 不 
是 连通 集 . 
如 果 巨 是 开 集 ， 则 也 为 连 
通 集 时 ,不 可 能 拆 成 两 个 不 交 、 
非 空 开 集 的 和 。 车 开 集 能 拆 
图 2-1 成 两 个 不 交 开 集 的 和 ， 则 必 有 
一 个 开 集 为 空 集 。 
定义 2 称 连通 开 集 为 区 域 , 称 区 域 的 闵 包 为 闭 区 域 . 
定理 3 若 刀 是 开 集 , 则 刀 的 连通 性 与 道路 连通 是 等 价 的 . 
证 明 设 D 连 通 , 任 取 一 点 zo€ D， 考 虑 集合 
G 一 lz ED: 可 用 DD 中 曲线 连接 > 与 x。}， 
G, 一 {z ED: 不 能 用 DD 中 曲线 连接 > 与 zj}。 
我 们 证 G1,G， 为 开 集 。 设 xie G1,CD, 由 于 DD 为 开 集 ,3V(z,;8) 
CD, 显然 邻 域 (zu s) 中 的 点 z 可 用 DD 中 的 曲线 连接 * 与 
zo 所 以 V(zi;E)CG,, 即 G, 为 开 集 。 设 ze G,CD, 3V (zx; 8) 
CD,， 则 邻 域 VC(z,; s) 中 的 点 # 不 能 用 DD 中 的 曲线 连接 2 与 
zo， 否 则 的 话 有 D 中 曲线 连接 x, 与 x。， 这 与 G6, 定义 矛盾 ,所 以 
V(z2; 5)CGi， 民 G， 亦 为 开 集 。 由 GN 站 G1 一 %$,D = GUG, 
和 DD 的 连通 性 ，G, 与 G, 中 必 有 一 为 空 集 ， 再 由 xc G1 推出 
G; 一 8B ， 故 D 一 G， 为 道路 连通 集 。 . 
反之 , 若 DD 是 道路 连通 ,要 证 DD 连通 。 假设 D 不 连通 , 3 不 交 
非 空 开 集 G 和 G1, D 一 GI,UG,, 设 sa1€ G1，z;《 G,， 由 条 件 
存在 曲线 7: [a, B68] 一 D, 使 得 7Y(a) 一 za 7(8) 一 za。 对 [cp] 
二 等 分 ,分 点 记 为 co 若 7YCcD)EG, 则 记 m 一 cp 一 多 
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否则 记 c 一 xc，p 一 cl 再 对 [up8] 二 等 分 ,分 点 记 作 c:， 若 
Y(cD)cG， 记 虽 一 c 记 一 pi 否则 记 o 一 op 一 c。 依 此 
下 去 可 得 一 区 间 套 [a,, 8,]，7Y(g,)€ Gi!，7(pB,)€ G。 由 区 间 套 
定 至 ，3ce [0,8], 且 im ov 一 < 一 lim p。 若 7(c)6G， 则 


? 充分 大 时 ，7(p.)e G, 与 区 间 套 作法 矛盾 ，Y(c)ecGC: 同样 可 
得 矛盾 ,这 矛盾 说 明 忆 不 连通 不 成 立 , 即 刀 为 连通 集 .。 证 毕 ， 

定义 3 ”也 为 区 域 , 若 C\D 是 连通 集 , 则 称 D 为 单 连通 区 域 . 

Jordan 定理 设 YCC 为 Jordan 曲线 , 则 它 把 © 分 成 两 
个 单 连通 区 域 ,其 中 一 个 是 有 界 的 , 称 为 7 的 内 部 ， 另 一 个 是 无 界 
的 , 称 为 7 的 外 部 , 7 是 这 两 个 单 连通 区 域 的 共同 边界 。 

这 个 定理 看 来 非常 直观 ,证 明 却 比较 复杂 ,因此 她 不 证 明 。 下 
一 定理 也 只 叙述 不 加 证 明 ， 

定理 4 设 DCC 为 区 域 , 则 DD 为 单 连通 区 域 的 充分 必要 条 
件 是 : 对 任 一 Jordan 曲线 YCD,Y 的 内 部 属于 也， 

对 不 自身 相交 的 非 Jordan 则 线 7: (ge, 6) 一 C (图 2-2 中 
区 域 DD 的 边界 曲线 ), 当 1 一 8 一 0 
与 1 一 0 十 时， 曲线 7 在 单位 圆 
内 无 限 地 旋转 ， 且 无 限 地 接近 单位 
圆周 ， 这 条 曲线 7 围 成 一 螺旋 形 的 
单 连通 区 域 卫 ,而 C\7 由 三 个 单 连 
通 区 域 组 成 ， 这 说 明 对 这 样 的 曲线 
Jordan 定理 不 成 立 。 

定义 4 集合 互 的 最 大 连通 子 图 2-2 
集 称 为 互 的 一 个 分 支 。 

可 以 证 明 E 能 唯一 地 分 解 成 不 交 的 分 支 之 和 ， 

定义 5 设 D 为 区 域 , 若 C\D 由 “个 连通 分 支 组 成 , 则 称 了 
为 n 连 通 区 域 . 

直观 地 说 , ”连通 区 域 DCC, 可 以 通过 单 连通 区 域 挖 去 一 1 
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个 “ 洞 ”得到 ， 若 对 应 到 笋 曼 球 面 5 上 ，# 连通 域 由 $ 去 掉 n 个 
“ 洞 " 得 到 


$6 连续 函数 


设 集合 E,F CC， 若 对 每 一 个 zk E， 按 照 一 规则 使 F 中 有 
唯一 确定 的 复数 值 ” 与 之 对 应 ， 则 称 在 互 上 确定 一 函数 思 记 作 
f: 五 一 下 , 或 记 作 w = fxz). “函数 ”着 重 于 说 明 复 数 与 复数 之 
闻 的 对 应 关系 ,为 了 强调 点 与 点 之 间 的 对 应 关系 ,我 们 也 把 函数 称 
为 映 辕 或 映射 。 今 后 ,除非 特别 声明 ,我 们 所 讨论 的 函数 总 是 指 单 
值 泣 数 , 即 符合 上 述 定义 的 函数 。 

EE 称 为 水 数 f 的 定义 域 ， KE) 一 {f(z): x€ BE}CF,F 称 为 
f 的 取 值 域 ，f 将 E 映 人 ,或 说 f 是 EE 到 FF 里 的 映射 。 如 果 
HE) 一 FE， 则 称 是 把 E 映 为 的 满 射 , 或 说 f 是 E 到 F 上 的 映 

如 果 天 z1) 一 蕊 sa) 理念 着 z 一 z;,， 见 EE 中 不 同 点 的 像 也 是 
FF 中 不 同 点 , 则 称 映 射 是 一 一 的 ,或 单 叶 或 双方 单 值 的 。 在 这 种 
情况 下 ，w 一 (x) 有 一 个 定义 在 . KE) 上 的 反 函 数 或 逆 映 射 , 记 
作 = 一 广 (z)， 

设 fs) 定义 在 E 上 ，z。 是 E 的 极限 点 ， 当 zz 在 E 内 趋 于 
zo 时, 我们 称 fs) 有 极限 1, 记 作 

lim f(2) =—1， 
如 果 Vs >0,， 36 > 0， 使 得 当 z EV*(z,; 6) (| E 时 , f(z) € 
V(l;e). | 
又 若 a€ E, 称 f(x) 在 z 一 a 点 连续 ,如 果 
limf(z) ~— f(0), 
即 vs >> 0，36 > 0， 使 得 
KV(Ca;E)N ECV (fa);e). 
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若 f(z) 在 E 的 每 一 点 连续 , 则 称 f(x) 在 E 上 连续 。 

若 ECC 为 紧 集 ,f(z) 在 E 上 连续 , 则 有 : 

《1) f(z) 在 E 上 有 界 ,，f(E) 为 闭 集 , 即 f 把 紧 集 映 为 紧 集 ; 

(2) |f(z)| 在 上 取 到 最 大 、 最 小 值 ， 见 存在 点 zi x2& EE， 
使 得 对 Vz Ee E,， 有 

[fCz2)) < 12) | f(z) |; | 

(3) f(z) 在 E 上 一 致 连续 , 即 Vs > 0,36 > 0, 使 得 对 于 EE 

上 任意 两 点 2Z1322， 只 要 |z 一 2 < 6, 就 有 
|f(z1) — f(z2)| < s。 

注意 (2) 事 实 上 是 数学 分 析 中 的 命题 。(3) 通 过 将 分解 为 实 
部 与 虚 部 也 可 把 它 归 结 为 数学 分 析 中 相应 命题 。 

若 ECC 为 连通 集 ， f(z) 在 E 上 是 连续 的 , 则 所 E) 也 为 过 
通 集 。 但 我 们 用 不 到 这 条 性 质 。 

当 E,F 为 C 中 集合 时 ,函数 f(z) 允许 取 co， 这 时 讨论 连 
续 与 一 致 连续 就 要 利用 球 了 距离 。 同 样 有 紧 集 上 连续 函数 一 定 是 一 
致 连续 的 , 且 把 时 集 喘 为 紧 集 。 

习 题 

1. 证 明 : 序列 {z,}CC 收敛 到 me C 的 充 要 条 件 为 序列 
{Rez,},{Lmz,} 分 别 收 剑 到 RexoImzo。 

2. 证明; 序列 {zs}CC 收敛 到 ze C, > 三 0 的 充 要 条 件 
是 : lim |z,| = |z|, dim argx。 一 argz。《 先 要 说 明 幅 角 主 值 的 
取 法 ). | 

3. 证 明 : (1) lim (1 + ) 一 er+i; 


(2) 设 xz 关 0，linm n("/z 一 1) = log |z|+iargz 十 2 大 
(R=0,1,2,.…*) 
4， 设 4,BCC 为 两 个 点 集 ，4,，8 的 距离 定义 为 
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d(4,B) 一 inf |z— xz’|。 
2€4,2°ER 

证 明 : . 

(1) ld(z,, A) 一 adlz1, A)| 和 | za 一 22|, 其 中 Z19 22 为 任意 
两 个 复数 ; 
0。 

5. 设 f) 为 [a,8] 上 复 值 连续 函数 ，ceC， 则 

< | rou = | scodr 


6。ECC 为 紧 集 ,f(z) 在 E 上 连续 ,证 明 作 E) 为 紧 集 . 


第 三 章 ”解析 函数 概念 与 初等 解析 函数 


单 复 变 函数 论 主 要 是 研究 解析 函数 的 。 本 章 给 出 解析 函数 的 
了 商 个 等 价 定义 。 在 戎 后 两 章 中 还 要 给 出 解析 了 须 数 的 积分 与 级 数 形 
式 的 等 价 定义 。 本 章 用 映射 观点 讨论 每 一 初等 函数 所 表示 的 变 
换 , 和 多 值 初等 函数 如 全 取出 单 值 分 支 的 问题 , 即 如 何 使 其 局 部 单 
值 化 的 问题 ,并 给 出 如 何 构造 初等 黎 曼 而 闸 使 其 整体 单 值 化 。 


$1 解析 函数 概念 


设 DCC 为 区 域 ,函数 1(s) 在 DD 内 定义 ,我 们 来 定义 函数 在 
一 点 ww%& D 的 导数 与 微分 概念 ，。 
定义 1 当 x&€ DD 趋 于 z。 时, 若 极限 


lim f(z) 一 f(z0) 
sz0 2 一 Zo 


存在 (有 限 复 值 )， 则 称 1(z) 在 点 z 一 z 可 导 , 这 个 极限 值 就 称 
为 f(x) 在 xz 点 的 导数 , 记 作 从 z). 
若 记 Az 一 = 一 zsAf f(a) f(s) = Ht hs) f(s), 
定义 2 如果 函数 在 s% 点 的 改变 量 可 写成 
Af ~— A(z,)Az 十 pCAs), 
其 中 pCAz) 满足 
lim eAz) _ 0， 
ex 人 zx 
划 称 f(x) 在 x 一 z 点 可 微 ,函数 改变 量 的 线性 主 部 XLz。)Az 称 
为 f(z) 在 zx 点 的 微分 , 记 作 
df(%) 一 4(Cze)Az、 
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若 函 数 1(s) 在 z, 点 可 导 , 则 取 
of(Az) = Aj — f(z)Az, 

显然 有 

lim eAz) 一 0， 

Az>0 Az 
所 以 f(z) 在 zw 点 可 微 , 且 df(z,) 一 了 (zo)Azx。 有 反之 ,若水 数 f(x) 
在 z 点 可 微 , 易 知 f(z) 在 %% 点 可 导 , 且 f(z%) 一 A4C(z%6)，。 对 特殊 
疯 数 f(z) 一 z， 有 f(z) 三 1,dz 一 Az。 我 们 定义 dz 一 Az, 这 
祥 微 分 和 导数 可 记 作 

df — f(z0)dz, f(z0) =— 和 外. 


所 以 导数 也 称 为 微 商 。 显 然 f(z) 在 点 可 导 ，, 那 未 f(x) 必 在 
点 连续 ， 

如 果子 数 1(x) 在 域 也 内 的 每 一 点 可 导 ， 则 称 函 数 f(x) 在 域 
DD 内 是 解析 的 或 金 缉 的 , 记 作 fe 4(D). 若 存 在 z。 点 邻 域 
V(zo;8)， 函 数 f(x) 在 邻 域 内 解析 ， 则 称 函数 j(z) 在 z。 点 解 
析 ， 

例 1 证 明 : 函数 f(z) 一 (Rez) 在 :一 0 点 可 导 ， 但 在 该 
点 不 解析 ， 、 


证 明 因为 
lim f(z) 一 (0) 一 lim (Rez) = lim Rex . Rez = 0， 
-0 2 一 0 gr*0 EL4 x>0 必 


所 以 f(s) 在 2 一 0 点 可 导 , 且 所 0) 一 0， 
当 Resm s0 时 , 设 m 一 zx 十 ij， 先 取 Az 一 Ax 一 x 一 x， 
这 时 
itn H+ Az) — fs) 


dd Az 


2 2 
a lim [s+ ArT — 2 xs 03 
i Azx 
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再 取 Az = iAy 一 i(y 一 %)， 这 时 
fim 1% 十 Az) 一 1(z0) 一 Jim x Xa 一 0 


As Az ay”) iAy 


所 以 除 虚 轴 上 点 外 孙 数 f(z) 不 可 导 , 故 z 二 0 不 是 解析 点 ， 


$2 可 导 的 充 要 条 件 


复 函数 f(x) 一 w(x) 十 ivC《x) 在 区 域 D 内 连续 , 其 充 要 条 件 
是 实 部 wu(z) 和 虑 部 v《x) 在 口内 连续 ， 所 以 D 内 复 连 续 函 数 不 
可 能 蕴含 比 实 连续 函数 更 多 的 性 质 。 从 例 1 可 以 看 出 , 复 函数 
f(z) 在 区 域 马 内 可 微 不 等 价 于 实 部 和 虚 部 在 DD 内 可 微 , 所 以 复 函 
数 在 区 域内 可 微 有 可 能 北 含 着 比 实 可 微 更 好 的 性 质 。 由 实 部 和 
虞 部 可 微 外 ,应 再 附加 什么 条 件 使 f(z) 可 微 呢 ?》 下 面 定理 就 回答 
这 问题 ， 

定理 1 设 f(x) 一 xz) 十 iv(z) 在 区 域 也 内 定义 ， 则 f(z) 
在 zkED 点 可 微 的 充 要 条 和 件 为 : wu(z),v(z) 在 z 点 可 微 , 且 在 
该 点 偏 导 数 满足 Canehy-Riemann 方程 : 

{ dul z,) 一 az(zo)， 


Ox Oy . 
Bu(zo) 9v(z) (s ~*+iy) CD 
ri 


注意 记号 wu(z) 与 x(x,y) 意义 一 样 。 
证 明 由 f(z) 在 2 点 可 微 , 令 Af 二 12) 一 人 20)，Axw 一 
ks) 一 wz0), Av = v(z) — v(zo)， 则 


Af = Au + iAy = f(z,)Az + p( As), (2) 
其 中 pCAz) 满足 
im 4Az) - 0. C3} 
az>0 Az 


再 令 (z0) 一 eib,Az = Ax+tiAy,o(Az) 一 si(Az)-tiex Az), 
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将 其 代 人 (2) 式 ,并 取 实 部 和 虚 部 得 
Ar 一 aAx 一 bAy 十 sl(Ax)， 加 ; ; 
{a ~ bAx + oAy + elAz), 2 YA +Ay. (4) 
由 (3) 知 


| -0 (Azs—>0) (一 12)。 


< 
| Az 


所 以 (4) 式 表明 uCz) ,v(x) 在 s 点 可 微 , 且 
ax(z) _ ,v(m) 


Ox Oy 
Ow( z0) dv(z6) 
dy or: 
反之 , 若 w(zs),v(z) 在 z。 点 可 微 , 且 偏 导 数 满足 C-R 方程 ， 


则 (4) 式 成 立 , 因 此 有 
Af 一 An + iAv = (aAxr — bAy)++ iC(bAx + aAy) 
十 sI(Az) 十 is;(Az) 
= (gb)Az 十 op(Az)， 
其 中 Az 二 Ax 十 iAy, p(As) = 二 81(Az) 十 ie:(Az). 由 


eAz) < SLAx)| 十 leAAz)| ,0 (Az 一 0)， 
Az |Az| 


说 明 函数 f(x) 在 点 可 微 , 且 
1(z%)=a+ib 一 ea 十 i es) ~ f(z,) (5) 


$ 


Ox 
或 
f(x) 一 c 十 边 一 2 _ aa) i at (0) 
证 毕 。 


由 定理 1 可 得 甬 数 1(x) 在 区 域 D 内 解析 的 充 要 条 件 为 ， 实 
部 x(z) 和 虚 部 "(z) 在 DD 内 可 微 , 且 一 阶 偏 导数 在 D 内 满足 C- 
R 方程 。 正 是 w(x),v(z) 不 是 弧 立 地 可 微 ， 而 是 通过 C-R 方程 
相 联 系 ， 使 解析 函数 具有 极 好 的 性 质 ， 下 章 我 们 要 证 明 D 内 解析 
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冰 数 一 定 无 穷 多 次 可 导 , 即 有 下 面 定 理 ， 

定理 2 车 f(z) 在 区 域 了 内 解析 ， 则 f(z) 在 D 内 有 各 阶 时 
数 . 

在 承认 这 一 定理 的 基础 上 ,我 们 引出 几 个 推论 ， 由 (5) 和 (6)， 
在 D 内 


f(2) 一 ax By By 


"(x) 存在 ， 所 以 f(z) 的 实 部 和 虚 部 在 区 域 了 内 连续 ， 即 得 
u,v€ CK(D)( 记 号 表示 具有 一 阶 连续 偏 导数 )， 把 刚才 所 得 结论 
用 到 解析 函数 f(z) 上 , 因 (f)” 存在 ,所 以 了 的 实 部 和 虚 部 属于 
CILD7， 即 得 w,v€ CD)。 

推论 1 函数 f(x) 在 区 域 了 内 解析 的 充 要 条 件 为 : wx(z) 一 
Ref(z) 和 v(x) 一 Imf(z) 在 万 内 有 一 阶 连续 偏 导数 ,有 满足 C- 
R 方程 。 

推论 2 函数 f(z) 二 x(s) -+ iv(x) 在 区 域 卫 内 解析 ， 则 
u(z),y(z) 为 也 内 调和 函数 。 

证 明 由 定理 知 wx,vé CD)。 再 由 C-R 方程 可 得 


Ou ut 二 i9 vy(z) _ Ov(x) 1 Ow du(z) 
Ox 


8 090 ,Ow 
Bx? Oxoy oy*” 
推出 x 满足 Laplace 方程 : 
Ax 一 Du Du 9 
ox’ By 


所 以 u(x) 为 了 内 调和 函数 。 同 理 可 证 "(s) 在 D 内 调和 ,证 毕 。 
若 两 调和 函数 w(x),vCz)， 满 足 C-R 方程 : 
Ou Ov Ou -br 
Ox Oy” Oy Or” 
则 称 vz 是 4 的 共 轿 调和 函数 ，- 一 w 是 ”的 共 弧 调和 函数 。 
推论 3 若 区 域 了 为 单 连通 ，x(z) 为 卫 内 调和 函数 , 则 一 定 
存在 共 辆 调和 函数 "4s)， 因 而 f(x) 一 w(x) 十 izk 在 DD 内 解 
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析 。 
证 明 任 取 z。€ D，YVx€ D， 考虑 曲线 积分 : 
[= Ou Ou 
1， Bt dy 


0 /Ou 0 /_ ou 、 、 
因 六 (如 ) = 5 <) 与 DD 是 单 连通 ， 所 以 曲线 积分 与 路 
径 无 关 。 而 线 积分 与 路 径 无 关 时 ， 被 积 表达 式 一 定 是 某 一 函数 
v(s) 的 全 微分 , 即 存在 函数 v(x)， 使 

On Gu 


dy—— odr edy, 
" Oy * Or ” 
或 
Su 8 Ou 
Ox By” 0y Ox" 


上 式 表明 v(x) 是 u(x) 的 共 斩 调和 函数 ,根据 推论 1 知 1(x) 在 
也 内 解析 。 


$3 导数 的 运算 


由 导数 定义 容易 推出 导数 的 四 则 运算 成 立 ， 设 fx) ,g(x) 在 
”区 域 D 内 解析 , 则 f(z) 土 gCz),f(z)，g《z) 也 在 D 内 解析 , 且 
(f(z2) tgs)) — fs) +g (2); 
(fz)g C2)) =— f(z)g le) tt f(z) (2). 
着 对 于 也 内 每 一 点 有 g(x) < 0， 则 f(z)/g(z) 在 D 内 解析 , 且 
(LY 一 tagCD) 一 Hz)eCe) 


g(z) g:(z) 
由 此 可 知 多 项 式 
P(x) 一 az 十 0129 十， 十 0 十 0 
在 C 上 解析 , 且 


P(z) 一 oopzr 十 ai 人 (1 一 1)s ?二 .二 Op- te 
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设 PC(x)，Q(s) 为 两 个 多 项 式 ， 则 有 理 函 数 R(x) = Plz) 
19(z) 在 C 小 除去 方程 0(x) = 0 的 根 外 是 解析 的 ， 
证 复合 函数 求 导 公式 前 ， 注 意 微分 定义 中 的 余 项 o(Az)， 


lim ee 一 0， 也 可 写成 e(Az)Az, 其 中 e(Az) 满足 


lm se(Az) = 0, 
定理 3 若 函 数 $ 二 f(z) 在 区 域 D 内 解析 , 函数 g($) 在 区 
域 G 内 解析, 且 信 D)CG， 则 函数 g(x) = g[f(Cz)] 在 区 域 忆 内 
解析 , 且 
oz) = gTf(z)] » f (2). (7) 
证 明 Vz,eED, 由 条 件 如一 f(s6)EG, g(5) 在 如 点 可 
微 ,所 以 有 
(5)— pb) = (LE 5) + elAWDAL, 
这 里 A5 一 “一 如， lim skA4) 一 0。 补充 定义 eC0) 一 0， 则 上 


式 当 一 如 时 也 成 立 ， 故 可 用 “一 KK(z)， 握 一 了 za) 代 人 得 
g(a 一 (aa) 一 Ia)JGGa) — fz0)) + eCAP » Af. 
再 除 以 Az， 得 
0) ~ pI) LE TH) -seCAP Mf, 


当 Az -> 0 时 ,有 Af 一 0, 进而 有 eCAf) 一 0， 所 以 当 Az 一 0 
时 ,上 式 右 端 趋 于 8[ 基 zs 从 so)， 故 上 式 左 端 极 限 存在 , 且 
p(s0) 一 & [大 ze) 六 zo)。 
由 z。 的 任意 性 知 (7) 式 成 立 。 证 毕 . 
定理 4 设 w 一 f(x) 在 区 域 D 内 单 叶 解析 , 生 f(x) 关 0， 
则 有 (1) G 一 信 D) 为 区 域 ; (2) 反 函 数 z 一 ge《(w) 在 区 域 G 
内 解析 , 且 ) 
gCw) 一 Flg Cw dT 
证 明 我们 把 映射 f;:D > G 看 成 
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{ = u(x,y), 

v — v(x,y), 

自 DCR? 到 GCR? 的 变换 。 由 定理 2 知 wx,vE CD), 且 变 换 
的 Jacobi 行列 式 为 


du ax 
Or 0y — (se) (至 ) , 2 

一 (二 十 (过 ) 一 > 0 
3 > 
dx 57 


根据 分 析 中 反 函 数 存在 定理 , 知 G = 人 KD) 为 区 域 , 且 反 函数 x 二 
x(z2)，?7 一 yu 0)ecC(G)， 即 xz 一 &(2) 在 G 内 有 一 阶 连续 
偏 导 数 , 特 别 g(w) 在 G 内 连续 , 
设 wkEG，z 一 8 )ED， 由 
EC 一 guo) 8(w)— gw) 
w — Ww flgC(w)] — flg (wo)] 
1 


fg) — Haw )] 


gw ) — gwo) 


当 w 一 wo 时 ,有 g(wv) > g(wo), 因此 上 式 右 端 趋 于 一 一 一 


fieCw)] 
所 以 上 式 左 端 极限 存在 , 且 


, 1 
8 (Ww0) 一 FigCw)] 
证 毕 。 

以 后 我 们 要 证 明 单 叶 解 析 函 数 的 导数 不 为 零 ， 所 以 定理 4 中 
条 件 f(x) 关 0 是 多 余 的 ， 

我 们 来 讨论 多 项 式 零 点 与 其 导数 零点 间 的 关系 。 先 承认 # 次 
多 项 式 必 有 + 个 零点 ( 几 重 零点 算 几 个 )， 设 # 次 多 项 式 P(s) 的 
零点 为 ok (一 1,2,.… ,xn)， 包 含 这 + 个 点 的 最 小 山 集 记 作 D， 
则 P'(#) 的 零点 一 定 属 于 D， 为 了 简单 起 见 ,我 们 以 三 次 多 项 式 
为 例 加 以 证 明 。 
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例 2 设 P(z) 一 (z 一 ai)(z 一 qs)(% — a;), 其 中 G1»02, 0 
不 在 一 直线 上 ,DD 表示 以 ,ea 为 顶点 的 三 角形 ， 则 P'(z) 的 


零点 属于 DD， 月， 所 
证 明 过 a1,a; 两 点 的 直线 记 0 

作 上 ,, 它 把 C 分 成 两 个 半 平 面 , 记 2 

不 含 as 的 半 平 面 为 H, (图 3-1). 

类 似 有 直线 工 ,，L; 与 半 平 面 7 a 

H,。 只 要 证 P(x) 的 零点 不 属于 加 


Hi 《kk 一 1,2, 3)， 则 零点 必 属 于 
D = C\{H,UH,UH,}. 
由 求 导 公式 得 
P(z)_ 1 
P(z) za 
设 8 为 复数 , 它 对 应 的 向 量 垂 直 于 L;， 且 指向 H; 半 平 面 ,Vz 6 
H;,， 有 
BP 3 3 Re B(F— 2 
Re Po 一 和 Re 区 二 一 之 ee 2 ). 
从 几何 上 可 以 看 出 ， 向 量 B 与 向 量 z 一 ok 的 内 积 大 于 零 ， 所 以 
YVz € H, 时 ， 


BP’ (x 
Re 人 > 0 
这 说 明 产 (s) 在 H, 上 无 零点 。 同 理 可 证 P(x) 在 Hi,H; 上 无 
零点 , 故 P'(x) 的 零点 位 于 三 角形 刀 内 。 

上 面 例子 顺便 也 告诉 我 们 ， 在 复 变 函数 里 没有 相应 的 微分 中 
值 定理 和 积分 中 值 定理 。 如 果 有 微分 中 值 定理 ,由 P(x》 在 ce: 
为 零 ,可 得 P(x) 在 连接 a,0, 的 线段 上 某 一 点 为 零 , 这 样 P(x) 
就 有 三 个 零点 与 P(x) 为 二 次 多 项 式 矛 盾 。 
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$4 导数 的 几何 意义 与 函数 的 实 可 答 


1.。 导 数 的 几何 意义 
设 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ，zo< D，f(z) 二 0， 则 
fC2) — f(z0) ~— fz) — #0) + plz — z0), 
其 中 p(z 一 zx) 为 高 阶 无 穷 小 ， 当 我 们 在 z。 邻 域 考 察 时 ， 略 去 
高 阶 无 穷 小 项 ,得 
f(z) — f(z0) ~ f(z0)(z — z,). 

这 表明 在 x。 无穷小 邻 域 ，fCz) 可 以 近似 看 作 线 性 变换 ， 也 就 是 
说 把 z。 与 从 x。) 取 作 平面 的 原点 ， 则 f(z) 近似 看 作 先 作 和 角度 为 
Argf' (zo,) 

(通常 取 主 值 ) 的 旋转 ,再 作 伸 长 度 为 
F(z0)] 
的 相似 变换 。 所 以 导数 的 模 |F(zo)| 表示 映射 f(z) 在 mm 点 的 
伸 长 度 , 它 将 = 平面 上 充分 小 的 圆周 jz 一 aa| 一 r+ 近似 地 映 为 w 
平面 上 充分 小 圆周 |w 一 f(z0)| 一 | 让 (zo)|r。 
为 了 使 幅 和 角 Arg f(z。) 在 变换 中 作用 看 得 更 清楚 , 我 们 考虑 
也 内 过 xz 的 一 条 光滑 曲线 7(D): 0 和 :一 1，7(0) 一 mm， 7 在 
点 mm 的 蕊 线 与 实 轴 正 向 的 夹 角 为 Arg7(0)。 了 映射 f(z) 把 Y(z) 映 
为 过 点 ww。 一作 #6) 的 光滑 曲线 oC2) 二 [YC2)] ,0 Ce)= 了 [YC2)]7Y'(2)， 
特别 有 c(0) 一 了 (0)7(0)， 所 以 像 曲 线 olz) 在 点 w 的 切线 
与 实 轴 正 向 的 夹 角 为 : 
Argo(0) = Argf'(%) 十 Arg7Y(0)， (8) 
这 里 Arg f(z)，Arg 7(0) 的 值 已 取 定 ,比如 取 幅 角 的 主 值 ， 则 
Argo'(0) 的 值 ,由 (8) 式 而 定 ，(8) 式 表示 曲线 oCz) 在 ws 点 的 
切 向 量 可 以 由 7(i) 在 % 点 的 切 向 量 转 过 角度 Argf(m%) 得 到 . 
若 考 虑 过 zx 点 的 任意 两 条 光滑 曲线 7.C2),7C20(0 < :< 1)， 
7.:(0) = 7:(0) ™ eo 它们 在 fs 映射 下 的 像 为 过 We fz) 的 
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ol 
9G2 (1) 


fxe) 


图 3-2 
两 条 光滑 曲线 (图 3-2) o.(z),o.(t)。 由 (8) 得 
Argo0)= Argf(%)+ Arg7(0) (i= 1,2). 
于 是 有 
Argo(0)— Argo'(0) = Arg7Y,(0) — Arg 7i(0)., 

如 果 我 们 定义 两 曲线 在 交点 的 夹 角 ， 即 为 该 点 两 切线 的 夹 角 。 上 
式 表示 曲线 X74; 7 在 x。 点 的 夹 角 的 大 小 和 旋转 方向 ， 与 像 曲线 
ou,0; 在 扩 z。) 点 的 夹 角 大 小 和 深 转 方向 都 保持 不 变 。 这 时 ， 我 们 
称 映射 f(z) 在 x, 点 是 保 角 的 ， 或 称 f(z) 在 me 点 是 第 一 类 保 角 
的 。 如 果 只 保持 两 曲线 的 夹 第 的 大 小 不 变 , 而 旋转 方向 相反 , 则 称 
映射 f(z) 在 z 点 是 第 二 类 保 角 的 。 例 如 f(z) 一 在 C 上 每 点 
是 第 二 类 保 角 和 的 。 由 上 面 讨论 可 得 下 面 定理 ， 

定理 5 若 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ， 则 在 f(z) 关 0 的 点 处 ， 
映射 f(x) 是 保 角 的 。 

导数 等 于 零 的 点 ,映射 一 定 是 不 保 角 的 . 如 f(z) 一 么 在 2 一 
0 点 不 保 角 。 考 察 自 z 二 0 点 出 发 的 光滑 曲线 YG(), 像 曲线 为 
0o(#) 一 [7(1)]?。 因 为 

ot) = 270)7CG), (> 0), 
所 以 
lim Arg ao'(i) 一 lim [Arg 7y(i) + Arg7'(2)] 
一 lim [Are 7 十 Argr'(o)| 
1>0 i 
一 2Arg7y(0)， 
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规定 
Arga(0) 一 limArg oz) 一 2Arg7(0), 

于 是 有 

Argo0)— Argo(0) = 2[IArg 7;(0)— Arg 7r1(0)], 
这 说 明 两 像 曲 线 在 w 二 0 点 的 夹 角 是 原 曲线 在 z = 0 点 的 夹 角 放 
大 一 倍 。 

2， 涵 数 的 实 可 微 

设 f(z) = w(s) 十 iv(x) 在 区 域 D 内 定义 , 若 w(x) ,v(x) 在 
2 点 可 微 ， 我 们 称 1(2) 在 z, 点 实 可 微 。 下 面 来 求 函数 改变 量 的 

线性 主 部 。 因 为 


Az — uls) — n(n) — Se Ar+ oe Ou y s+ oAzl), 

bo 
所 以 ' 

Af 一 fa — Kn) 一 让 Ar 十 a Ay + ol |Az1), 


因为 Az 一 人 二? -到 所 以 上 式 可 写 为 : 


必 一 二 (让 一 让) az 十 于 (BF tit) Bet lAsl). 


引入 形式 符号 


3 (有 i ) 3 -1 (2 +i 
一 一 一 (一 一 i 一 一 二 一 (< 一 十 i 二】， 
dz Or Oy 0z 2 \、9x dy 


则 得 
Af = SF Az+ 3 Bz + ollAsl), (9) 
定理 6 设 f(z) 一 wls) 十 ip(z) 在 区 域 D 内 定义 , 则 f(x) 
在 D 内 解析 的 充 要 条 件 为 : w(z),v《z) 在 D 内 可 微 , 且 = = 0. 
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证 明 由 f(s) 实 可 微 与 二 三 0， 从 而 (9) 式 变 为 : 


~ hele 


根据 可 微 定义 知 fCx) 在 DD 内 可 微 ,四 了 (2) 一 2 


反之, f(z) 可 微 , 则 
~ Af = f(z)Az 十 o(|1Ax|)。 (10) 
因为 可 微 必 实 可 微 ， 及 实 可 微 的 微分 形式 的 唯一 性 ， 比 较 (9) 与 
(10) 得 : 
f(x) 一 
证 毕 ， 
例 3 设 f(z) 一 (Rez)》, 求证 Reg 关 0 时 ， f(x) 不 可 导 . 


证 明 因为 f(z) 一 (2 二 2)，5 一 二 一 Rex， 所 以 


Re s 0 时 ， ¥ < 0， 改 f(z) 不 可 导 . 

注意 a 0 即 为 C-R 方程 , 验证 满足 C-R 方程 变 为 验 
证 直 一 0， 而 后 者 验证 起 来 更 方便 ， 

采用 形式 符号 我 们 有 


忆 0 
By dr05" 
例 4 求证 s(x) = log |z| 在 C\{0} 上 调和 ， 


证 明 因为 w(x) 一 log 1 一 二 log sz 所 以 


一 0。 


= 一 一 一 一 一 


BF 2z5 23 bz37 
即 x(x*) 在 CN{0j 上 满足 Laplacse -方程 . 故 x(z) 一 log |z| 
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在 C\{0} 上 调和 。 
$5 指数 函数 


这 节 起 我 们 讨论 常用 的 初等 函数 及 其 所 构成 的 喘 射 。 设 一 
x 十 站， 指数 函数 的 定义 为 : 
ex 一 exf(cosy 十 isiny)。 
由 此 可 得 指数 函数 的 如 下 性 质 : 
(1) 指数 函数 不 取 零 值 : e: < 0。 事 实 上 lecl 一 e 二 0 
(2)》 对 任意 的 zz:， 有 
ee ee 一 este 
事实 上 由 z= 二 x 十 让，zz 一 十 iy,， 可 得 
E11» er1 = er cosyl tT isiny) * e™( cosy, + isiny;) 
一 ent+sf cos(y 十 7) 十 isin(y + y2)] 
一 rit 
(3) ex 是 以 ?xi 为 周期 的 周期 函数 。 
因为 时 一 1， 所 以 由 (2) 得 
exam 一 es Eli 一 es 
(4) e' 在 C 上 解析 , 且 (〈e7 一 e。 
由 定义 、e* 的 实 部 和 虚 部 为 : 


u(x,y) 一 escosy， v(x,y) = ersiny, 


求 一 阶 偏 导数 得 

Us — Y, ecOsy, 2 一 一 br 一 一 e* sin y。 
可 见 一 阶 偏 导 数 在 C 上 连续 , 且 满 足 C-R 方程 , 所 以 在 C 
上 解析 ， 且 | 


(er) =u, ig, = ecosy 十 iersny = e’. 

(5) e* 的 单 叶 域 ， 
车 函数 在 区 域 D 内 是 单 叶 的 ， 则 称 忆 为 函数 的 单 叶 域 。 我 们 
来 求 e: 的 单 叶 域 。 设 e“: 一 em， 由 性 质 (2) 得 ”一 1， 再 由 


。44 。 


性 质 (37 得 
zi— 2 == kn, keEZ. 


所 以 区 域 D 中 任意 两 点 之 差 不 为 2kRi 时 ( 半 0), 由 ef 一 ef 
推出 x 一 z;,， 即 区 域 D 为 e” 的 单 叶 域 ， 例 如 我 们 可 取 平 行 于 
实 轴 的 带 域 Di: 1 

2kr<yY<2(R 二 1 (一 0 十 1, 士 2，) 
作为 e” 的 单 叶 域 

我 们 来 看 e: 把 这 些 单 叶 域 映 为 什么 样 区 域 。 由 于 e” 的 局 

期 性 ,只 需 考察 带 域 Du: 
0=y<= 2r， 

设 z= 二 x 十 iy (0<y 二 27x), 令 WwW 一 e* 一 pe9， 则 

P=e, p=)y, 
可 见 鼎 射 e* 把 直线 y 一 yy (0 二 二 28) 映 为 射线 pg 一 0; 
把 线段 x 一 x6(0 二 yy 过 27) 映 为 去 掉 w 一 e” 点 的 圆周 |w| 一 
p 一 em， 因 此 它 把 带 域 D, 映 为 全 平面 除去 正 实 轴 : CNf0, 十 co) 
《图 3-3), 

同 理 映射 e* 把 带 域 0 过 y 二 x 映 为 上 半 平 面 ;把 带 域 一 r 到 
二 映 为 CX 一 00，0]; 一 般 来 说 e” 把 宽 为 0 二 h& 27) 
的 水 平 带 域 映 为 张 角 为 4 的 角 域 ， 

除 水 平 带 域 作 为 e* 的 单 叶 域外 ， 当 然 也 可 取 其 他 的 区 域 为 
单 了 时 域 ,如 直线 y 一 * 土 x 围 成 的 区 域 也 是 e 的 单 叶 域 , 


可 3-3 
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$6 盆 可 夫 斯 基 济 数 


称 函 数 
x 一 fa 一 二 (= 十 过) (11) 


为 儒 可 夫 斯 基 函 数 , 它 在 C\{0} 上 解析 ,把 s 一 0F3w 一 co0， 把 
z 一 co > 一 oo， 所 以 我 们 将 它 看 成 C 到 C 的 映射 。 由 


l/l 

fz) 一 土 (1 一 十) 
当 z 关 +1 时 ,由 了 Cz) < 0， 所 以 映射 是 保 角 的 。 至 于 oo 点 保 
角 性 ， 先 要 定义 两 时 线 在 co 点 的 夹 角 ， 设 有 两 条 过 无 穷 远 点 的 光 


滑 曲 线 7 和 7,, 经 一 二 变换 后 ，7; 映 为 过 原点 的 光滑 曲线 


7iG 一 1,2)， 定 义 地 与 7 在 原点 的 夹 角 的 大 小 和 定向 ， 即 为 
与 7; 在 无 穷 远 点 的 夹 角 的 大 小 和 定向 ， 所 以 讨论 无 穷 远 点 的 
保 角 性 时 , 若 * 一 oo, 作 儿 一 1/x 的 变换 ,车 w 一 0, 作 冰 一 
1jw 的 变换 , 从 而 转化 为 讨论 原点 的 保 角 性 。 如 考察 震 可 夫 斯 基 
函数 在 x = oo 点 的 保 角 性 , 先 作 儿 一 1/w,， 一 1/x 变换 ,得 
~ 2g 
“T+ 
因为 多 (0) 一 2， 所 以 伴 可 夫 斯 基 函 数 在 oo 点 是 保 角 的 。 同 理 在 
* 一 0 点 也 是 保 角 的 (注意 ,我 们 没有 定义 函数 在 oo 点 的 导数 , 今 
后 我 们 要 定义 函数 在 co 点 解析 概念 ,和 微分 在 co 点 全 纯 概 念 )。 
下 面 我 们 来 求 单 叶 域 , 设 zz 使 得 


就 有 


. 46 。 


推 得 
% 一 5 或 22 一 ]。 
所 以 只 要 DD 内 任意 两 点 xy sa 不 满足 条 件 zz 一 1， 则 区 域 了 为 
秀 数 的 单 叶 域 。 例 如 我 们 可 以 取 单 位 圆 作为 单 上 时 域 ， 也 可 以 取 单 
位 圆 外 部 (包含 co ) 为 单 叶 域 ， 或 取 上 半 平 面 或 取 下 半 平 面 均 为 函 
数 的 单 叶 域 。 
我 们 来 考察 w 一 f(z) 把 单 叶 域 映 为 什么 样 区 域 ， 为 此 设 
so=rei, w=—=w+tiv, 
代 人 (11) 式 得 
“一 土 (+ + 十)e0s0， "一 工 (r 一 二 )sm9. (12) 
因此 z 平面 上 每 个 圆周 |z| 一 rm 关 0 都 映 为 和 ?平面 上 一 椭圆: 


_ 工 1 
其 半 轴 为 < ("+ 二), | 一 寺 |, 并 且 当 0 < 


nm < 工时 ， 上 半圆 周 变 为 下 半 椭 圆 ， 下 半圆 周 变 为 上 半 实 圆 ; 当 
1 一 六 < 十 co 时 ,上 半 珊 周 变 为 上 半 精 圆 ， 下 半圆 周 变 为 下 半 梢 
圆 。 对 不 同 的 rn，c = Ve 一 天 一 1， 所 以 z 一 土 1 为 所 有 本 
圆 的 公共 焦点 ， 当 7。 一 1 时 ，a 一 1,6 一 0, 椭圆 压缩 成 实 灿 上 
线段 [一 1,1]; 当 mm 一 0 或 mm 一 十 oo 时 ,a,b 一 十 吕 ， 椭 贺 浙 
渐 扩张 成 圆周 (图 3-4). 
函数 把 z 平面 上 的 射线 argz 一 96,， 了 映 为 平面 上 双 曲 线 
es 
或 


cos’ 0, sin2 0 
当 0, — 0,25 时 ,对 应 的 是 线段 {x 1, v= 0}; 当 0 一 x 时， 
9 47 。， 


图 3-4 


对 应 的 是 线段 {wn 所 一 lb 一 0}; 当 0, = x/2,3x/2 时 , 对 应 的 
是 虚 轴 。 除 此 之 外 , 对 不 同 的 9,, 它们 对 应 的 双 曲 线 是 共 焦 的 , 焦 
点 为 土 1. 《图 3-4)。 

总 之 ,函数 把 单位 贺 内 部 喘 为 C\[ 一 1,1]， 上 半 贺 映 为 下 半 
平面 ， 下 半圆 映 为 上 半 平 面 、 把 单位 阐 外 部 也 映 为 C[ 一 1, !]， 
我 们 把 映射 过 程 设想 成 上 下 一 起 挤 庄 , 贺 周 |z| 一 1 被 挤 压 成 线段 
[—1,1]. - 


* 4%* 


+ 


如 果 取 上 半 平 面 或 下 半 平 面 作为 函数 的 单 叶 域 时 ， 根 据 上 面 
的 讨论 ,其 像 区 域 为 C 除去 实 轴 上 1 专 « 达 十 % 和 一 <# 声 
一 1 的 两 线段 所 得 的 区 域 ( 图 3-5 与 图 3-6). 


站 \ 中 Pe 
O| ro l/r 、\ 一 一 ~ 
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图 3-6 
$7 分 式 线 性 变换 


我 们 称 函 数 


02 十 忆 
一 TE d—b 
w = f(z) cp + (a c= 0) 


为 分 式 线 性 变换 ,也 称 为 Mibius 变换 ，c = 0 时 ,函数 在 C 上 
解析 ， 帮 oo) 一 soic 关 0 时 ,函数 在 C\{ 一 d/c} 上 解析 ， 


foo) 一 全 ， 所 一 全) 一 oo， 所 以 f(x) 可 以 看 成 到 C5 上 的 


[a 
映射 ， 不 难 证 明 它 在 CC 上 是 保 角 映射 ,函数 


一 1 -一 dz -一 b 
f(s) 一 cz 十 46 


满足 万 广 (s)) 一 扩 (fCz)) 一 z， 即 广 : 是 /的 逆 变 换 ， 这 也 说 
明 f 是 C 到 上 的 单 叶 变换 ,两 个 分 式 线性 变换 的 复合 也 是 分 
式 线 性 变换 。 因 此 ， 分 式 线性 变换 的 集合 在 复合 运算 下 构成 一 个 
群 . 
我 们 称 满足 f(x) 一 x 的 点 :为 分 式 线性 变换 的 不 动 点 ， 不 
动 点 : 满足 方程 
cz 十 (d -ac)z 一 5 一 0。 
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因此 ， 不 为 恒 等 变 换 的 分 式 线性 变换 至 多 具有 两 个 不 动 点 ， 如 果 
一 分 式 线 性 变换 有 三 个 不 动 点 , 则 必 为 恒 等 变换 。 - 

我 们 称 

(1) w 一 z 十 4 (6 € C) 为 平移 变换 ; 

(2) w 一 eibz 《0€ R) 为 旋转 变换 ; 

(3) w 一 rz (r >>0) 为 伸缩 变换 ; 

(4) w 二 1/z 为 反 演变 换 ， . 

定理 7 每 一 个 分 式 线性 变换 一 定 是 平移 , 旋转 、 伸缩 、 反 演 
变换 的 复合 (当然 其 中 有 的 变换 可 以 不 出 现 ). 

证 明 由 


即 可 者 出 f(x) 是 上 述 简 单 变换 的 复合 ， 证 毕 . 
定理 8 分 式 线性 变换 把 图 局 变 为 圆周 。 
证 明 显然 ,平移 .旋转 、 倡 缩 变换 把 圆周 变 为 圆周 (这 里 把 直 
线 统一 称 为 圆周 ), 所 以 只 要 证 反 演 变换 把 圆周 变 为 圆周 即 成 。 设 
给 定 一 圆周 ,由 第 一 章 定理 3, 其 方程 总 可 写成 
423 十 Bz 十 Dz 十 CC 一 0， 
4,CE 有 ,BEC,|1B1 一 4C>>0. 作 后 一 1/xz 变换 ， 方程 变 为 
方程 : . 
A++BwtBwy+Cww = 0, 
系数 满足 C,A€ R, Be C，1B|* 一 CA >>0, 再 由 第 一 章 定 加 
3 知 方程 表示 一 圆周 。 证 毕 . 
定理 9 设 分 式 线性 变换 把 圆周 T, 变 为 圆周 7 ， 则 它 把 关 
于 了 的 一 对 对 称 点 映 为 关于 『, 的 一 对 对 称 点 。 
证 明 对 平移 ,旋转 ,伸缩 变 换 定理 显然 成 立 ， 所 以 只 要 对 反 
演变 换 证 明定 理 风 成 。 设 刀 的 方程 为 : 
Azz3 + Bx t+ Bs+C— 0, 


se SO 。 


4CER，BcC，15|2 一 4C > 0、22 为 关于 六 的 对 称 点 ， 
由 第 一 章 定理 4 知 

Azis; 二 Bz Bz C= 0. (13) 
反 演 变换 把 TI， 变 为 T,: 4 十 五 z 十 Bo 十 Coz 一 0， 把 生变 


为 wi 一 二 (i 一 1,2), 将 其 代入 (13) 得 


化 简 得 
- A+ Bw,+ Bw Cww = 0, 
再 由 第 一 章 定理 4 知 w,,w, 关于 T, 对 称 ,证 毕 。 

设 给 定 圆 周 T， 在 TT 上任 取 三 点 xyzz 25， 我 们 用 三 点 的 顺 
序 (zzz) 来 定义 了 的 定向 .- 

定理 10 在 z 平 面 上 给 定 圆周 P, 其 定向 表示 为 《zu zs) 
在 平面 上 给 定 圆 周 TI,, 其 定向 表示 为 (wi1, 2 03). 则 存在 唯一 
的 分 式 线 性 变换 w 一 f(z), 满足 wi; 一 zi) (i 一 1,2,3). 

证 明 令 

本 
WwW— Ww WO— Ws 3 一 2 2 一 23 

解 之 得 w 一 f(x)， 显 然 f(x) 为 分 式 线性 变换 , 且 满 足 wwi 一 
f(x#;) (i 一 1,2,3)。 假如 另 有 一 分 式 线性 变换 w 一 g(z)， 也 满 
足 wi 一 g(x;) (i 一 1,2,3)， 则 分 式 线 性 变换 f[g™'(w)] 有 三 
个 不 动 点 wi,w4,ws， 因此 它 只 能 是 恒 等 变 换 , 即 fg-w)] 一 w， 
故 f(zx) 三 g(x)。 证 毕 。 

我 们 把 圆周 的 内 部 和 外 部 ， 或 直线 的 一 侧 和 另 一 侧 统称 为 加 
域 。 则 任意 给 定 两 个 圆 域 ， 一 定 存在 分 式 线性 变换 把 一 个 映 为 另 
一 个 。 事 实 上 设 给 定 圆 域 D1,D,， 其 边界 为 圆周 ur。 在 所 上 
取 三 点 #1,x2;z3， 使 了 的 定向 (zx1, zi, *3》 为 圆 域 D， 边界 的 正 
定向 ,同样 取 T: 上 三 点 wis WwW3， 使 了 ,的 定向 《wv1,w ,Ww;) 为 

。51 。 


居 域 D, 边界 的 正定 向 。 则 由 定理 !， 存 在 分 式 线 往 变换 fj， 把 
Tf 映 为 T,， 疏 把 了 的 左 侧 区 域 D, 映 为 了 ,的 左 侧 区 域 D, : 注 
意 ， 由 于 符合 定向 的 Zi T2729 3 和 W129 Ws 可 以 任意 取 ， 所 以 把 
D, 映 为 D, 的 分 式 线性 变换 有 无 穷 多 个 . 
具体 求 分 式 线性 变换 f: Di 一 D; 了 时， 常用 定理 9 和 其 他 办 
法 ,很 少 用 定理 10， 我 们 递 过 例子 加 以 说 明 ， 
例 5 求 把 右 半 平面 Rez > 0 映 为 单位 加 1w| < 1 的 分 式 
线性 变换 , 
解 ” 由 定理 9， 使 所 求 分 式 线性 变 欣 把 关于 虚 轴 对 称 点 一 
1 和 一 一 |， 卫 为 关于 单位 回 周 的 对 称 点 “一 0 和 w 一 %0， 这 
种 分 式 线性 变换 形式 为 
2 一 1 、 
w 一 KK 一 二 《KK 为 复数 )。 
注意 虚 轴 上 的 点 到 1 与 一 ! 的 距离 相等 ， 和 函数 把 虚 轴 中 为 单位 
圆周 |w| 一 1， 可 推出 IK| 一 1。 故 所 求 的 分 式 线性 变换 为 : 
ig 2—1 
we TT (0€R). (14) 


应 用 时 通常 取 60 一 0 那个 变换 ,这 时 反 函 数 w 一 涉 二 二 把 
单位 圆 jz| < 1 映 为 右 半 平面 Re w > 0， 

例 6 求 把 上 半 平 面 Im x > 0 映 为 单位 贺 lwl<! 的 分 
式 线性 变换 

解 可 以 利用 上 例 的 结果 ,将 (14) 中 = 用 一 jz 代入 即 得 . 也 
可 以 用 上 例 的 方法 ,得 到 所 求 的 分 式 线性 变换 为 

zs 一 e8 芋 一 (geR). 
2 十 ji 


应 用 中 通常 取 6 一 0， 这 时 反 函 数 w 一 i 二 二 把 lz| < 


Ll 映 为 Imw > 0。 
例 7 求 把 单位 圆 jz| < 1 映 为 单位 加 |w1 < 1 的 所 有 分 
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一 一 一 一 一 


式 线 生变 换 ， 
解 设 分 式 线性 变换 把 = 一 。 (lel < 1) 映 为 w 一 0， 则 


把 = 映 为 9。 这 种 分 式 线性 变换 有 形式 : 


Ke (Ko—aKkéC). 
1— ax 


w= Kk, 
2 一 一 


当 * 一 cy 时， 二 一 4 es 了 一 4 | 一 1， 推 得 | 天 | 一 1. 故 


1 一 Cz e-i9? 一 2 
所 求 的 分 式 线性 变换 为 
力 = (0<0<2xr,10| < 1), 
例 8 求 把 上 半 平 面 tmz > 0 映 为 上 半 平 面 Imw > 0 的 所 
有 分 式 线性 变换 。 
解 ” 所 求 分 式 线 性 变换 把 实 轴 上 三 点 映 为 实 轴 上 三 点 ， 由 定 


理 10 的 证 明 可 以 看 出 分 式 线 性 变换 的 系数 为 实数 , 即 


b 
w a,b,c,dER., (15) 


反之 , 实 系数 的 分 式 线性 变换 一 定 把 实 轴 变 为 实 轴 由 
_ ad 一 pc 
(cz + ad) 
所 以 当 gd 一 be >0 了 时 ，z 在 实 轴 上 由 一 ce 趋向 十 co 时 ,二 也 由 
一 趋向 十 co ,和 根据 解析 通 数 的 保 角 竹 ,这 时 分 式 线性 变换 把 上 半 
平面 映 为 上 半 和 平面 .- 
或 由 


2 一 Ww + | 哇 士 4 ate| 


2i 2ilecz+ad cz+d 


也 可 得 出 cd 一 be > 0 时 ,《15) 式 的 函数 把 上 半 平 面 映 为 上 半 平 
9 53. 


故 所 求 的 分 式 线 性 变换 为 
2 二 6 
cstd 
分 式 线性 变换 除 有 上 述 不 变性 质 外 ,还 有 一 个 不 变量 ， 
定义 3 给 定 四 个 不 同 的 有 序 点 z1,%,z3;z4。 称 比值 


1 3, C2 3 
2ZT 一 2 52 一 4 


为 四 点 的 交 比 , 记 作 | 


一 23 . 22 Ys 
(21,223235 24) 一 * . 
Si 2 2 Ze 


Ww ,abc,dER, ad— be >0. 


若 上 式 中 有 一 点 z4 一 co， 则 上 式 理解 成 zt 一 % 的 极限 . 
例如 交 比 
《co yz say24) 一 全 一 经， 
Zr 一 23 
形式 上 把 含有 zx, 的 分 子 、 分 母 换 成 1 即 得 ， 
性 质 1 交 比 在 分 式 线性 变换 了 作用 下 不 变 , 即 
(zg15%25 233 24) = (fz1), Hz2) ,fz3), fz4)), 
事实 上 ,经 平移 ,旋转 和 伸缩 变换 ， 显 然 交 比 不 变 。 经 反 演 变 
换 , 容 易 验 证 下 式 
1 1 1 


《zy 229 .739 24) 一 (2,1,1,1) 


Z1 Zi 23 24 

成 立 。 所 以 交 比 在 分 式 线 性 变换 作用 下 不 变 ， 

性 质 2 ”四 点 共 贺 周 的 充 要 条 件 是 其 交 比 为 实数 ， 

事实 上 , 记 由 三 点 za zs,z4 所 确定 的 圆周 为 K， 则 存在 分 式 
线性 变换 f， 把 KK 映 为 实 加， 由 定理 8 知 ，x1€ 民 的 充 要 条 件 为 
帮 (zs ) 是 实数 ， 而 入 #4) 是 实数 的 充 要 条 件 为 交 比 《f(z1)，HK%3)， 
fzs),1z4)) 是 实数 。 再 由 性 质 1, x, EK 的 充 要 条 件 为 交 比 《zi， 
za ziyzi) 是 实数 。 


"34， 
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$8 三 角 函 数 


当 * 是 实数 时 ,由 Eulex 公式 


eis 一 cosy 十 jsiny， er 一 coszy 一 isiny， 


可 得 
sny 一 ei* 二 所 ， cosx 一 ei* 十 e 一 1 。 
21 2 
当 z 是 复数 时 ,我 们 定义 
sin els —e ， osy 一 eiz 十 CC 一 is , 
21 2 


这 样 定义 的 正弦 函数 和 余弦 函数 ， 当 x? 一 x 时 与 数学 分 析 中 的 正 
弦 函 数 和 余弦 函数 是 一 致 的 ， 它 俩 具有 下 列 性 质 : 
(1) sinz, cosz 在 C 上 解析 , 生 . 
(sinz) = coss, (cosz) = — sinz; 
(2) sinz,cosz 以 2x 为 周期 , 即 
sin(z + 27) = sinz, cos(z 十 27) — cosz; 
(3) sinx 是 奇 浮 数 ，cosz 是 偶 函数 , 即 
sin( 一 z) 一 一 sinz， cos(—2) = cosz; 
《4)“ 和 角 "公式 成 立 , 即 
sin (2 十 22) 一 sinzicosz: 十 coszi sin zi， 
cos(2z; 十 22) 一 cosgicosg, 一 sin zlsin xz]; 


《5) 基本 关系 式 成 立 , 即 


sin?z 十 cos?z 一 1， (于 一 z) 一 cosz; 


(6) |sinz| 和 |cosz| 在 C 上 无 界 。 
事实 上 , 取 z 一 iy， 由 定义 即 可 看 出 沙 数 的 机 无 界 . 
为 了 后 面 需要 我 们 来 推 函数 模 的 公式， 设 x 一 x 十 iy, 由 
44) 得 
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|sinz|*= |sinxcos(iy) TT sin (iy)cosx|’, 


因为 
cos(iy) = chy, sin(iy) = ishy, 
所 以 
[sin 2|? = sin2xch2y 十 cos2xshzy 

一 sin2xchzy 十 《1 一 sin?x)sh’y 

一 sh2y -十 sinix(ch’?y 一 sh’y) 

一 sh2y 十 sin2x。 
同 理 可 得 


[cosz|? = ch?y 一 sin x, 
(7) sinz 仅 在 sz 一 kx 处 为 堆 ，cosz 仅 在 z 一 王 十 婚 


2 
处 为 零 (XE€ 2). 
事实 上 ,由 性 质 (6) 知 | sinz| 一 0, 必 有 sh’y 一 0,sinzy 一 0， 


即 得 一 0 一 (teZ)， 又 cosz 一 sin( 王 一 z)， 所 以 由 


cosz 一 0 得 世 一 z 一 kx 或 z 一 本 十 好 (RE Z)。 


(8) sinx 和 cosz 的 单 叶 域 。 
先 看 余弦 函数 
eiz 十 eis 


W 一 cs 一 人 


它 可 以 看 作 是 下 面 三 个 孙 数 的 复合 隙 数 ; 

2 一 iz) 之 一 6 一 十 (5+ 二 ).， 
z' 一 jz 把 带 域 0 二 Re z 二 单 叶 地 上 映 为 带 域 0 过 lImz <x; 
“一 ex 把 后 一 带 域 单 叶 地 映 为 上 半 平 面 Im5>>0; 最 后 w 一 
二 (5 十 士 ) 把 上 灶 平 面 单 时 地 肌 为 C 除去 实 轴 上 一 % < “< 
一 1 和 1 生 #x 王 十 oo 的 区 域 ， 故 带 域 0 二 Rez 二 zt 是 cosx 的 
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单 叶 域 ,映射 ww = coss 把 此 带 域 映 为 域 G = CA{( 一 0. 一 11U 
[i, + 20)} (图 3-7)., 


一 般 地 带 域 Di: Rx 二 Rez 二 (多 十 1)x (REZ) 为 cosz 的 
单 叶 域 ,函数 把 每 一 带 域 映 为 G 一 CN{( 一 oo ,一 LUTL ,十 co)}. 
当 丰 为 偶数 时 ，Dx 的 上 半 条 带 域 映 为 G 的 下 半 平 面 ,下 半 条 带 域 
添 为 G 的 上 半 平 面 ，D; 的 左边 界 直线 映 为 G 的 右边 割 口 ，D 的 
右边 界 直 线 映 为 G 的 左边 割 口 ， 这 里 上 下 左右 正好 其 个 。 当 为 
奇数 时 ，Di 与 G 的 对 应 上 、 下 、 左 、 右 正好 一 致 ， 


利用 性 质 (5)，sinz 的 单 叶 域 为 【一 < Rez < (K+ 


并) x (ke Z)， 通 数 把 每 一 带 域 英 为 区 域 G ~ C\{( 一 0, 一 11U 


[1 ,十 co)}。 
下 面 讨论 正切 函数 tanz 和 余 切 函数 cotz， 其 定义 为 ; 


sin% COSY 
tan2 一 -一 一 ， cotz 一 一 一 
co sin & 


es 57 e 


诗 切 蔓 数 在 去 掉 2 三 本 十 Kx (EZ) 的 有 穷 平 面 上 解析 ， 余 切 
函数 在 去 掉 > 一 kx (XE Z) 的 有 穷 平 面 上 解析 ,其 他 性 质 读 者 不 
难 自行 列 出 。 

我 们 来 求 tang 的 单 叶 域 ， 因 为 


sinz .eliz— 1 
WwW = ta i 


cosz ezis 十 1 
它 可 看 成 下 面 四 个 映射 的 复合 : 
xz 一 2iz, 一 er 人 一 一， 一 一 


变换 xz 一 2iz 把 带 域 0 二 Re z < 二 x 单 叶 地 映 为 带 域 0 < Im 2 一 
2x; 函数 《一 ”把 后 一 带 域 单 叶 地 映 为 C\[0, 十 co) 一 EN[0， 


十 co]; 函数 一 把 域 GE\[0, 十 co] 单 叶 地 上 映 为 \ 


[一 1,1]; 函数 w = 一 这 把 C\[ 一 1, 1] 单 叶 地 映 为 CG\[ 一 i， 
订 ， 总 之 , 函数 w 一 tanz 把 带 域 0 < Rez < x 单 叶 地 上 映 为 忆 \ 
[一 i, 订 (图 3-8), 把 z 一 z/2 上 > o0, 

一 般 地 带 域 Di: kx 二 Rez 二 (十 1)mx (REZ) 为 tanzg 的 
单 叶 域 ,函数 把 带 域 D; 映 为 域 G 一 C\[ 一 i,i]。 把 Di 的 左边 
界 直线 映 为 G 制 口 [一 i,i 的 右边 党， 把 D; 的 右边 界 直 线 映 为 
割 口 [一 i,i] 的 左边 沿 。 

如 果 取 带 域 0< Re z 一 了 为 单 叶 域 ， 变 换 x’ 一 2iz 把 带 
域 映 为 带 域 0 < Im xz < x; 函数 上 一 e” 把 后 一 带 域 映 为 上 半 


平面 In《 > 0; 分 式 线性 变换 5 一 二 把 上 半 平 面 映 为 上 


半 平 面 ;旋转 变换 w 一 一 这 把 上 半 平 面 映 为 右 半 平面 Rew > 0， 
最 后 函数 w 一 tanx 把 带 域 0 < Re 一 单 叶 地 映 为 右 半 平 面 


Rew > 0。 
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又 如 取 带 域 一 x/4 二 Rez 二 x/4， 函数 ww 二 tanz 把 此 带 
域 单 叶 地 了 映 为 单位 圆 |w| 二 1。 


由 cot z 一 oan( 亚 一 z. 所 以 其 单 叶 域 为 一 下 一 Rez< 
本， 函数 w = cot zx 把 此 带 域 单 叶 地 映 为 G 一 CN\[ 一 1, 订 。 


$9 对 数 函 数 


对 数 函 数 是 指数 函数 的 反 函 数 ， 对 于 z 关 0, 满足 方程 e*= 
z 的 复数 ww 称 为 * 的 对 数 , 记 作 Logz。 由 于 指数 函数 的 周期 些 ， 
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Logz 是 无 穷 多 值 冰 数 ， 若 令 x 二 reie， 刀 一 和 十 ij， 那么 由 
ft 十 io =- reie, 


得 ww 一 logr,v = 二 0 十 2hrxn,KREZ。 所 以 
w= logr+t (0++ 2kx)i, KEZ 


e 


或 
2 一 Logz = log|z| 十 iArgz。 

对 数 函数 的 多 值 性 ， 是 由 于 z 的 幅 角 多 值 竹 。 它 的 实 部 为 单 值 函 
数 , 虚 部 为 多 值 函 数 。 

定义 4 设 DD 为 C 中 区 域 ,0ED. 若 存在 忆 内 连续 函数 f(z)， 
在 DD 内 满足 

z 一 en， 

则 称 f(z) 是 Logz 在 D 内 的 单 值 分 支 ， 

定理 11 若 DD 为 单 连通 区 域 ,， 0EDCC，, 则 Logz 在 D 内 存 
在 单 值 解析 分 支 。 

证 明 由 例 4 知 实 部 log |z| 为 万 内 调和 函数 , 再 由 推论 3 
log |z| 在 D 内 有 共 轿 调和 函数 v(z),log |z| 十 iv(z) 为 了 内 解 
析 函 数 , 取 实数 c, 使 在 xz,ED 点 有 v(z%0) 十 一 argzo。 则 令 

~ f(z) = log |z| + i(v(z) + 0), 
它 在 DD 内 解析 ,满足 
zz 三 e/?, VzéED, 

事实 上 解析 函数 ex 的 模 |e/| 一 elo 一 |z|， 因 此 ?与 ex* 
在 DD 内 相差 一 常数 因子 ,又 在 % 点 等 式 成 立 , 所 以 在 九 内 恒 等 . 根 
据 定义 1(z) 即 为 Logz 在 DPD 内 的 单 值 解析 分 支 。 证 毕 , 

若 f(z) 是 Logz 在 D 内 的 单 值 解析 分 支 , 则 f(z) 十 2kxiCkE€ 
Z) 也 是 Logz 在 D 内 的 单 值 解析 分 支 。 反之 Logx 在 D 内 的 单 
值 解析 分 支 一 定 可 以 表示 成 f(z) 十 2kri 的 形式 。 事实 上 设 g(x) 
为 男 一 解析 分 支 , 即 x 三 ee) ， 可 得 ee) 三 1， 推出 

g (2) — f(z) 一 2k(2) ni, 

其 中 A(z) 为 D 内 取 整 数值 的 连续 函数 ,所 以 《Cz) 为 一 常数 。 
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由 z 三 eA 我们 还 可 得 到 单 值 解析 分 支 f(z) 在 DD 内 单 叶 . 
利用 复合 函数 求 导 得 1 三 eA? ,f(x)， 所 以 f(z) = 1/z。 因 每 
点 z 关 0 的 邻 域 为 单 连 通 区 域 ， 邻 域 上 Logx 的 任意 两 个 单 值 分 
支 相差 为 一 常数 ,由 此 得 出 

(Logz) = 1/z (xz 0). 
若 取 D 一 C\[0, 十 0)， 这 时 取 Logz 的 单 值 解析 分 支 为 
w(x) — logz = log |%| + iargz (0 < argz < 2x), 
称 为 Logz 的 主 值 ( 支 )， 
wilz) 一 log |z| 十 iargz 十 2kr)，&EZ 
给 出 Log z 的 所 有 单 值 分 支 . 
若 取 D 一 C\( 一 00,0]， 这 时 取 Logz 的 单 值 解析 分 支 为 
. wo(z) — logz— log |z| iargz 《一 开 < argz < x), 
也 称 为 Log x 的 主 值 。wi(z) 一 log |z| 十 i(argz 十 2Ax) (KE 
Z) 给 出 DD 内 所 有 单 值 解析 分 支 . 

多 值 函 数 的 单 值 域 和 确定 单 值 分 支 ,也 可 用 如 下 方法 ,为 此 先 
要 引入 分 支点 的 概念 。 设 多 值 函数 F(x) 在 4 点 的 空心 邻 域 上 定 
义 ,环绕 4 作 一 简单 闭路 C, 取 定 一 点 me C 和 多 值 六 数 F(z) 在 
2 的 值 。 证 动 点 z 从 z 出 发 沿 C 绕 行 ,同时 使 F(x) 的 值 连续 地 
变化 。 当 z 绕 行 一 圈 回 到 时 , 若 函 数 F(z) 不 回 到 出 发 时 的 值 ， 
则 称 为 下 (zs) 的 一 个 分 支点 。 若 动 点 x 不 管 绕 C 多 少 团 ，F (2) 
总 不 回 到 原来 的 值 , 则 称 a 是 F(x) 的 一 个 对 数 分 支点 ;车 动 点 % 
绕 行 x 圈 后 , F (zs) 回 到 原来 的 值 , 则 称 4 为 一 个 代数 分 支点 。 将 
复 平 面 沿 连 接 分 支点 的 曲线 (可 以 是 一 条 或 几 条 ) 切 开 ， 得 到 区 域 
D( 可 以 是 单 连通 域 也 可 是 多 连通 域 )， 只 要 动 点 z 沿 刀 内 任 一 简 
单 闭 路 绕 行 一 周 时 ,水 数 F(z) 总 是 回 到 出 发 时 的 值 , 则 D 即 为 多 
值 函 数 F(x) 的 一 个 单 值 域 。 取 定 多 值 函 数 F(z) 在 一 点 《DD 
的 值 , 邑 取 定 它 在 DD 内 的 一 个 单 值 分 支 . 

例如 多 值 函数 Logz 在 z 二 0 的 空心 邻 域内 定义 ， 动 点 沿 环 
线 ? 二 0 的 充分 小 闭路 一 圈 时 , 闷 数 虚 部 增加 2x, 绕 行 + 圈 时 , 碟 
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部 增加 2zm, 所 以 z 一 0 是 一 对 数 分 支点 。 同 理 x 一 co 也 是 Logz 
的 对 数 分 支点 ,其 他 点 都 不 是 分 支点 ,用 一 曲线 或 直线 段 连接 这 两 
分 支点 , 记 此 曲线 为 7, 则 D 一 世 \{7y} 即 为 Logz 的 单 值 域 ， 取 
定 Logz 在 xD 的 值 , 即 得 Logs 的 -一 个 单 值 分 支 , 这 时 没有 主 值 

对 多 值 函 数 取 单 值 域 ,这 是 对 一 完整 函数 取 一 片断 进行 讨论 ， 
能 不 能 将 其 整体 单 值 化 呢 ? 为 此 我 们 要 构造 Riemann 曲面 5, 使 
多 值 函数 在 9$ 上 是 单 值 解析 函数 .下 面 我 们 构造 Logz 的 Riemann 
曲面 。 

先 看 反 函 数 x 一 e?， 它 的 单 叶 域 为 

Di: 2R7 < Inw <2(4 十 1)E， 大 一 0, 士 1;, 士 2)…-。 
函数 x = e* 把 每 个 单 叶 域 Di 映 为 沿 正 实 轴 割 开 的 区 域 G = 
CN\[0, 十 co)。 为 了 构造 黎 曼 面 ;我 们 把 Di 映 过 去 的 区 域 记 为 Gi， 
&eE 忆 。 我们 设想 把 无 穷 多 张 洛 正 实 轴 切 开 的 复 平面 Gi 水 平 登 放 
在 一 起 ,编号 顺序 与 D; 编号 保持 对 应 ， 如 果 我 们 沿 正 实 轴 方向 看 
去 ,所 看 到 的 Gx 为 一 有 切口 的 直线 (图 3-9)。 函 数 x 一 e* 把 
D, 的 下 边 直 线 y 一 0 映 为 G4 的 切口 上 边沿 , D, 的 上 边 直线 y 一 
27 映 为 Go 切口 的 下 边沿 ; 函数 把 D, 的 下 边 直线 y == 25 了 映 为 G6， 
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切口 的 上 边沿 。 当 我 们 把 D,,D,， 的 公共 边 粘 合 在 一 起 时 ,相应 的 
把 6G, 的 切口 下 边沿 与 G 的 切口 上 边沿 粘 合 在 一 起 ， 这 里 把 所 有 
Di,Din 公共 边 烙 合 在 一 起 得 到 复 平面 w, 那里 相应 的 把 所 有 Ga 
的 切 蝇 下 边沿 与 Gti 切口 上 边沿 粘 合 在 一 起 ,得 到 黎 曼 面 5。 注 
意 切 口 理 解 为 闭 区 闻 [0, 十 co] ,而 把 切 只 两 边 论 粘 合 时 ,理解 为 开 
区 间 (0, 寸 co ) 粘 合 . 这 样 ,函数 xz 一 e” 把 C 单 叶 地 映 为 曲面 5， 
所 以 函数 w 一 Logz 把 5 单 叶 地 上 映 为 C。 还 要 注意 我 们 的 黎 曼 面 
构造 似乎 依赖 Gt， 但 实质 上 与 单 值 域 Gk 无 关 , Logz 的 黎 曼 面 
只 依赖 于 Logz。 


$10 医 函数 


幕 函 数 w = z” 的 定义 为 
也 一 上 
其 中 为 复数 。 它 是 C\{0} 上 的 多 值 函数 ， 由 定义 可 得 如 下 性 
质 : 、 . 

(1) 若 DD 为 单 连 通 ，0€D， 则 才 水 数 在 D 内 可 取出 单 值 解析 
分 支 。 当 D 一 QC\[0, 十 0) 或 D 一 COC\( 一 0,0] 时 ， 可 以 定义 
皮 函 数 取 主 值 的 单 值 解析 分 支 。 但 现在 函数 在 D 内 可 以 不 单 叶 。 
例如 忆 为 右 半 平 面 : Re z >> 0， 则 宪 函 数 w 一 zi 一 et%* 在 也 
内 不 单 叶 。 因 和 一 logzx 主 值 把 Rez 之 0 单 叶 地 上 映 为 带 域 
一 xX/2 二 Im 过 x/2， 而 水 数 w 一 e* 在 此 带 域内 不 单 叶 ， 所 以 
复合 函数 w 一 zi 在 PD 内 不 单 叶 。 

(2) 〈z“) 一 az”!,zx€ D， 这 里 等 式 两 边 的 x* 理解 成 D 上 取 
定 的 同一 单 值 分 支 . 

(3) 当 o 是 实数 时 , 若 a 过 0,w 一 x* 可 以 看 成 5 一 zx, 与 
w 一 1/ 的 函数 复合 而 成 ,所 以 只 需 讨 论 & > 0 情形 。 

当 0 < 二 ec 二 1 时 , wr 一 x 在 角 域 D: 0 二 arg x 二 2x 上 不 
仅 单 值 而 且 单 时 ,把 了 映射 为 角 域 0 < arg w 二 2on; 当 oc 1 时 ， 
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一 zx* 在 角 域 也 :0 一 argz< 一 2r/a 内 单 叶 ,把 D 映 为 角 域 0 一 
argw < 27n. 

0 为 实数 时 ,有 . 

| zz| 一 |eelegs| 一 esleglel = |z), 
(4) 当 c 为 正 有 理 数 时 ,无 妨 设 a 一 2/4, 0 二 请 和 9， 则 
W — zp/4 一 rpog(eil@tztoJzwa REZ, 
(0 过 9 过 2x)， 函数 在 D 一 C\[0, 十 0] 内 有 2 个 单 值 分 支 , 对 
应 于 《一 0,1,.…,g 一 1 . 

(5)》 对 多 值 隙 数 w 一 z* 构造 黎 曼 面 时 ,我 们 只 讨论 a 一 
1/n: w 一 zW*，n€ N。 首先 看 反 通 数 x 一 w*， 它 的 单 叶 域 是 张 
角 为 2x/n 的 角 域 ; 

Di: 2 一 argzy 二 2 (k=—0 


1 一 1)，, 


它 把 每 个 单 叶 域 Di 映 为 沿 正 实 轴 制 开 的 区 域 6 一 C\[0, 十 co)， 
为 了 构造 黎 曼 面 ,我 们 把 Di 的 像 区 域 记 为 Gi 一 0,1,…,w 一 1). 
把 # 张 Gi 水平 琶 放 在 一 起 ， 沿 正 实 轴 方 向 年 去 ， 其 图 像 汶 带 
切口 的 2 条 直线 ， 函 数 z 一 w" 把 D, 的 下 边 射 线 映 为 G 切口 
的 上 边沿 ， 把 D。 的 上 边 射 线 庙 为 G 切口 的 下 边沿 ;把 D, 的 下 边 


射线 arg w 一 入 映 为 G1 切口 的 上 边沿 。 当 我 们 把 蕊 ,的 公 


共 边 arg w 一 延 粘 合 在 一 起 时 ， 相 应 地 把 G, 的 切口 下 边沿 与 


G, 切口 的 上 边沿 粘 合 在 一 起 ， 依 此 把 Di,D,,*…,D。- 的 公共 边 
都 粘 合 在 一 起 ,相应 地 把 G1,G,,*…,G。-; 中 前 一 切口 的 下 边沿 与 
后 一 切口 上 边沿 粘 合 在 一 起 。 当 把 D,- 与 D, 的 公共 边 粘 合 起 
来 时 得 复 平面 C， 相 应 地 把 G。-, 切口 的 下 边 溉 与 Cs 切口 上 边沿 
粘 合 起 来 (在 三 维 空间 里 ,最 后 一 次 粘 合 时 会 与 前 面 粘 好 的 平面 相 
交 , 但 我 们 想像 可 以 不 相交 粘 合 起 来 ,事实 上 在 高 维 空间 里 是 可 以 
实现 的 )。 这 样 我 们 构造 出 一 黎 曼 面 5 (图 3-10)。 因 为 函数 一 
。064 。 


图 3-10 


w” 把 原点 映 为 原点 ,无 穷 远 点 映 为 无 穷 远 点 ,所 以 把 二 张 平面 G4 
的 个 原点 粘 合 成 一 点 , # 个 无 穷 远 点 也 粘 合成 一 点 ,这 就 是 最 后 
的 黎 曼 面 5， 函数 > 一 w* 把 蕊 单 叶 地 映 为 5, 所 以 w 一 邓 " 把 
黎 曼 面 5 单 叶 地 映 为 CC， 


$11 ， 儒 可 夫 斯 基 函 数 的 反 国 数 与 反 三 角 函 数 
11.1 ” 侨 可 夫 斯 基 函 数 的 反 函 数 
侍 可 夫 斯 基 尿 数 ww 一 十 (十 士 ) 的 反 函 数 为 


z=w+ Vw i, 
习惯 上 我 们 把 它 写成 : 
妙 一 5 十 W z2 一 1， 
由 于 MV ?一 1 是 双 值 函数 ， 所 以 反 孙 数 也 是 一 个 双 值 函 数 。 它 
在 什么 样 区域 能 取出 单 值 分 支 呢 ? 
先 讨论 分 支点 。 设 C 是 只 环绕 z 一 1 的 简单 六路， 当 点 z 沿 
C 绕 行 一 闸 后 ,看 W z’ 一 1 值 的 变化 。 为 此 记 


2 一 1 一 re2，z 十 1 工 一 pei， 
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当 * 沿 5C 绕 行 一 圈 后 ，6 的 值 增加 2x, p, r， p 的 值 不 变 ， 因 此 
MV 有 一 1 的 值 比 出 发 时 的 值 多 一 个 因子 ea 一 一 1， 即 与 出 发 时 
值 相差 一 符号 ,所 以 ? 二 1 为 V x? 一 1 的 分 支点 ,因而 z 一 1 是 
反 函 数 的 分 支点 ， 同 理 x 一 一 1 也 是 反 函 数 的 分 支点 (图 3-11)， 


3-11 

z 一 oo 是 否 是 分 支点 呢 2 我 们 作 一 环绕 zx 一 土 1 的 充分 大 闭路 
C， 当 z 沿 C 绕 行 一 图 后 ，0,q 值 都 增加 2x, V x? 一 1 的 值 比 
出 发 时 的 值 多 一 个 因子 et 一 1， 故 z 一 oo 不 是 MV 一 1, 也 
就 不 是 反 函 数 的 分 支点 。 总 之 , = 二 土 1 是 反 函数 分 支点 ,其 余 点 
都 不 是 分 支点 。 把 复 平 面 从 一 个 分 支点 到 另 一 分 支点 切 开 ， 所 得 
区 域 即 为 反 函数 的 单 值 域 。 

如 在 D 一 EN[ 一 1,1] 上 可 取出 反 函数 的 两 个 单 值 分 支 f.(2)， 
所 (2)， 其 中 有 () 为 一 W 2 时 值 为 CYV2) 一 V2+1 的 
那个 分 支 , fz) 为 z 一 V2 时 , 值 为 jCV 2) 一 V2 一 1 的 那 
个 分 支 。 函 数 f(z) 在 D 内 其 余 点 的 值 也 随 之 而 定 。 如 求 
fi( 一 M2). 设 动 点 z 从 *=M 2 党 |z| 一 V 2 上 半圆 周 运动 
到 点 x 一 一 V 2, 由 有 (V2) 的 取 法 知 开始 时 6 一 0，9 一 0， 
运行 到 z 二 一 VY 2 点 时 ,9 一 x, 9 一 x, +r.p 的 值 不 变 ， 所 以 
fi( 一 VY 2) 一 一 V2 一 1 事实 上 f(x) 把 D 单 叶 地 映 为 单位 加 
的 外 部 |w| > 1, f(x) 把 D 单 叶 地 映 为 单位 图 内 部 lw| < 1. 

又 如 在 D 一 C\{( 一 0, 一 11U [1, +oo)} 上 也 可 取出 反 函 数 


。66。 


的 两 个 单 值 分 支 f(z) ,f(z)， 其 中 f(z) 为 人 一 i 的 那个 分 


支 (2 一 00 一 TD)， f(z) 为 fC0) 一 一 1 (we 一 一 一 并 ) 的 
那个 分 支 。 比 如 求 f(z) 在 切口 [1， 1 xz 一 2 点 的 值 ， 
我 们 让 动 点 z 从 原点 沿 jz 一 1| 一 1 的 上 半圆 局 运动 到 x 一 2， 


这 时 rp 二 3,9 一 0,0 一 0， 所 以 有 (2) 一 2 十 M3 .车 求 有 (2) 
在 切口 [1,-+oo) 下 边沿 z 一 2 点 的 值 ， 我 们 让 动 点 z 从 原点 沿 
1z 一 1| 一 1 的 下 半圆 周 运动 到 z 一 2, 这 时 ro 一 3, 9 一 10， 
9 一 2x,， 所 以 有 (2) 一 2 一 V3. 事实 上 由 一 + 二 gp 二 x, 和 
0 < 9 < 2x, 不 难看 出 f(x) 把 D 映 为 上 半 平 面 ;又 由 一 x < p< 
x。 一 2x 之 9 < 0, 不 难看 出 f(z) 把 DD 映 为 下 半 平 面 . 
讨论 双 值 函数 w = z 十 Vz 一 1 的 黎 曼 曲面 时 ,我 们 已 知 
侍 可 夫 斯 基 函 数 z 一 了 (zx + 元) 把 上 半 平 面 D， 单 叶 地 映 为 


Gi=C\{[—00,—1] UI[1, + 扫兴 玉 D, 单 叶 地 有 贞 为 G,= 
EN\{[ 一 co, 一 1]UTL 十 co])， 
、 [0,1] 的 下 边沿 ， 
D, 边界 和 [1 oo] 映 为 G1 区 [1,+o01 pp 
、 [0,1] 的 上 边沿 ， 
D; 边界 {lL ai 映 为 切口 [bb +o0] 的 下 党 
把 上 面 所 有 区 间 换 成 关于 》 轴 对 称 区 间 , 即 得 D; 负 实 轴 边 界 映 为 
Gi 切口 的 对 应 关系 。 当 我 们 把 D, 与 D; 边界 粘 合 成 一 复 平 面世 
交 盆 粘 合 在 一 起 ,再 把 Gu G: 的 两 个 z = 1 粘 成 一 点 , * 一 一 1 也 
粘 成 一点, 这 样 得 到 的 黎 曼 面 $ 即 为 所 求 ,也 就 是 说 反 函 数 w 一 
z 十 Vw 一 1 把 $ 单 叶 地 映 为 注意 它 把 C, 切口 上 边沿 与 G， 
切口 下 边沿 粘 合 所 得 无 穷 远 点 映 为 ww 平面 上 无 穷 远 点 ， 把 Gi 切 
口 下 边沿 与 G, 切口 上 边沿 粘 合 所 得 无 穷 远 点 映 为 w 平面 上 原 
点 。 
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11.2 反 三 角 济 数 


1， 余弦 函数 的 反 困 数 ww 一 Arccosg 
从 方程 


解 出 
eiz 一 比 十 Wai — 1, 

得 到 

2 一 一 lLog(w 十 Vw — 1), 
再 把 自 变量 与 因 变 量 记号 互 换 , 即 得 反 余 弦 函 数 

w 一 Arccosz 一 —iLog(z 十 Vz 1), 

这 是 一 无 穷 多 值 函数 。 先 求 它 的 分 支点 ， 设 C 是 只 环绕 > = 1 的 
简单 闭路 , 当 z 沿 C 绕 行 一 圈 后 ，V zw? 一 1 的 值 与 出 发 时 的 值 相 
差 一 符号 ,由 两 复数 和 的 规则 可 以 看 出 ，z 十 V x? 一 1 的 幅 角 与 
出 发 时 的 幅 角 是 不 同 的 ， 因 此 当 我 们 让 z 沿 C 绕 行 一 图 后 ， 函 数 
一 iLog(z 十 Vz 一 1) 的 实 部 与 出 发 时 的 实 部 是 不 同 的 ， 所 以 
x 一 1 是 反 余弦 函数 的 分 支点 . 同 理 z = 一 1 也 是 一 个 分 支点 . 现 
在 来 看 xz 一 co , 当 : 沿 包含 :一 土 1 的 简单 闭路 C 绕 行 一 圈 后 ,z 十 
Vz? 一 1 的 幅 角 得 到 增 量 2x， 因 此 一 iLog(z 十 V x? 一 1) 的 
实 部 得 到 增 量 2r, 所 以 z = co 也 是 分 支点 ,此 外 无 其 他 分 支点 . 
于 是 区 域 G 一 C\{( 一 co, 一 1]U[1, 十 00)} 为 Arccosz 的 单 值 
域 ， 再 取 z = 0 的 值 为 x/2, 即 在 G 上 取 定 一 单 值 分 支 ， 一般 地 


= 一 0 的 值 为 了 十 kx 《XE Z), 可 得 G 上 的 所 有 单 值 分 支 . 


下 面 来 构造 Arc cosz 的 黎 曼 曲面 ， 我 们 已 知 * 一 cosw 的 
单 叶 域 为 Di: kr 过 Rew < (十 Dr (hEZ)，cosw 把 每 一 个 
单 叶 域 映 为 区 域 G， 为 了 构造 牧 曼 面 , 我 们 把 DA 映 过 去 的 区 域 
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记 为 GLK4E 名 )，Gk 是 沿 〈 一 co ,一 1,[1, 十 oo) 切 开 的 复 平面 
如 果 把 实 轴 画 成 图 3-12 形状 , 则 从 正 实 轴 方 
向 看 去 ,所 看 到 的 G4 为 有 两 个 切口 的 直线 . 
现 把 无 穷 多 张 带 切口 复 平 面 Gx 水 平 释放 在 
一 起 ， 表 数 z 一 cosw 把 D, 右边 界 直线 映 
为 Go 的 切口 (一 %, 一 1]， 直 线 的 上 半 眉 映 
为 切口 的 下 边沿 ， 直 线 的 下 半 有 段 映 为 切口 的 
上 边沿 ， 又 函数 把 Di 左边 界 直线 映 为 Ci 的 
切口 (一 co ,一 雪 , 直 线 的 上 半 段 喘 为 切口 的 上 边 税 ,直线 的 下 半 段 
肌 为 切口 的 下 半 沙 ， 所 以 把 D。,D, 的 公共 边界 粘 合 在 一 起 ， 相 应 
地 把 6G,,Gi 的 左 切口 (一 %, 一 1] 上 、 下 边沿 交 人 汝 地 粘 合 在 一 起 ， 
且 把 G,,G 的 x 一 一 1 点 粘 合 成 一 点 。 当 把 所 有 Di 的 公共 边 粘 
合 得 到 复 平 面 w, 相 应 地 当 大 为 偶数 时 ,将 Gi,Gxti 切口 (一 %， 
一 1] 的 上 、 下 边沿 交 贫 粘 合 , 且 将 两 个 z 一 一 1 点 粘 合 成 一 点 ; 当 
为 奇数 时 ， 将 G4,Giti 切口 [1, 十 co) 的 上 .下 边沿 交 贫 粘 合 ， 
且 将 两 个 z == 1 点 粘 合成 一 点 ， 这 样 得 到 曲面 9$， 它 就 是 反 余 弦 
函数 的 黎 受 面 (图 3-13),，w 一 Arccosx 把 $ 单 叶 地 映 为 C. 


图 3-12 


图 3-13 


2. 正切 汤 数 的 反 巴 数 w 一 Arctanz 
从 方程 
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sin > elis ei 1 eiis _ 1 


cosz i(ei* 二 e-is) etl 


解 出 

2is 1 十 11 i™——w 

e 

1 一 iw i 十 纪 
于 是 得 到 
一 工 i 一 纪 
2 一 去 Log( ; 二 ) 

习惯 上 记 反 正切 函数 为 


w = Arctanz 一 Log (=#). 
21 i 十 % 


这 是 一 个 无 穷 多 值 函 数 ， 先 求 它 的 分 支点 ， 设 5C 是 只 环境 * 一 i 


的 简单 闭路 , 当 = 沿 C 绪 行 一 立 后 ,函数 一 二 的 幅 角 得 到 增 量 


2r， 因 此 函数 Arc tan z 的 实 部 得 到 增 量 x， 所 以 x 一 i 为 一 分 
支点 。 同 理 x 一 一 i 也 是 一 个 分 支点 。 考 察 z 一 co， 设 C 是 包 


含 :一 土 i 的 简单 闭路 , 当 = 沿 5 绕 行 一 圈 后 ， 一 二 二 的 幅 角 增 


加 为 零 , 因 此 Arctanz 的 值 不 变 ,所 以 z = oo 不 是 分 支点 。 这样 
区 域 G 一 C\[ 一 i,i] 为 Arctanz 的 单 值 域 ,再 取 定 * = co 时 的 


值 为 T+hr 《k& Z)， 即 得 单 值 分 支 f(z) (Ke 2Z)， 


为 了 构造 黎 曼 面 , 先 来 看 函数 z = tanw， 它 的 单 叶 域 为 Di: 
kx 过 Rew 过 《十 1) zx (hE 2Z)， 函 数 把 Di 映 为 区 域 G4 一心 \ 
[一 i,i]， 把 Di 的 左边 界 直线 映 为 Gh 切口 [一 i,i] 的 右边 沿 ,把 
Di 的 右边 界 直 线 贞 为 Ck 切口 [一 i, i] 的 左边 党， 当 将 Di 与 
Di 的 公共 边 粘 合 在 一 起 ， 相 应 地 把 Gk 切口 的 左边 沿 与 Gu 
切口 的 右边 沿 粘 合 在 一 起 ,于 是 得 曲面 $。 如 果 从 实 轴 剖 开 , 这 曲 
面 断 层 图 像 与 图 3-9 是 一 样 的 。w 一 Arc tanz 将 5 单 叶 地 了 映 为 
C。 
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习 是 

1， 验 放下 列 函数 的 可 导 性 : 

(1) fx) = 1zj; (2) fl) 一 到 

2， 验 证 函数 fa) 一 Hz 十 认 ) 一 Vizy| 在 “一 0 点 满足 
C-R 方程 , f(s) 在 # 一 0 点 可 导 吗 ? 

3， 证 明 : 若 函 教 sz) 在 区 域 D 内 解析 , 并 且 f(z) 二 0, 则 - 
f(s) 在 DD 内 为 常数 

4， 若 通 数 f(x) 在 区 域 品 内 解析 ,县 满足 下 列 条 件 之 一 : (1) 
Ref(z) 在 卫 内 为 常数 ;《〈2)》 Im f(z) 在 卫 内 为 常数 ; (3) [He 
在 了 内 为 常数 。 则 f(z) 在 了 内 为 常数 ， 

5， 藻 函数 f(z) 一 w(#) 十 iv(x) 在 区 域 也 内 解析 , 且 wx(e) 二 
zzz) ， 则 jz) 在 DD 内 为 常数 

6， 若 f(z) 在 上 半 平 面 内 解析 , 证 明 : 函数 玉 如 在 下 半 平 
面 内 解析 。 

1 


7. 设 fa 一 ,证 明 f9*+3(1) 一 0Cn 一 0,1,2,.……)。 
1 二 2 


38. 落 fs] 一 x(x) -+ iv(z) 是 解析 函数 , 且 了 Cz) 关 0， 则 
曲线 xx,y) 一 5 与 v(x,y) 一 C: 正 交 ， Ci,C.€R, 

9， 车 函数 jz),g (z) 在 点 z 解析 ， 且 f(z) 一 gz) 一 0， 
8 (ss) 和 0, 则 


， Eco EA f(s0) 
路 gCz) ez 
10， 设 f(z) 在 区 域 了 内 解析 , 且 f(x) 兰 0, 求证 ; 


a 2 7 2. 
(1) 4 02 1 4| C2 (3; 


(2) 4 oO! = FOL/ fC 
dzQz 


(3) 4 EO = PH ON, peN. 
和 
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il1， 给 定 函 数 f(z) 一 wu(z) 十 ip(o， 若 xs，o(s) 在 2 点 
梧 演 ,利用 


Ha) — fs0) 一 A (4 一 aa) 十 RE (5 —5) 
2 


十 oC(lz 一 zl) 
证 明 ; 车 
lim f(x) 一 大 so) 
存在 ( 即 了 在 am 点 保 形 ), 则 或 f(x) 在 2 点 可 导 或 jCx) 在 % 点 
可 导 。 
12. 在 极 坐 标 系 下 f(z) 一 u(r,0) 十 iv(r,0),z 一 reig， 则 
C-R 方程 为 


1 1 ‘ 了 1 时 
ar 一 -一 6， Vr 二 Ko, 
r r 
r 7 ， ， 
县 f(z) 一 = (au 十 127 )。 


13. 设 f(x) = RCr;b)eigee，z 一 re8， 则 C-R 方程 为 


aaR_Rap OR__p, 00 
Dr r 3980” 06 or 


(提示 :; 对 log f(z) 应 用 上 一 题 )。 
14， 证 明 : 函数 er:(a 一 a 十 i 六 0) 在 带 域 一 二 一 Im zx 一 


于 上 单 叶 的 充 要 条 件 为 : 宇 十 中 < 21 


15， 证 明 ; 究 函 数 x* ko 一 a 十 动 ) 在 右 半 平 面 Rez > 0 内 
单 叶 的 充 要 条 件 为 : ?十 名 二 21al， 

16， 设 7 是 过 一 1, 1 的 任意 贺 周 ，z,, zs， 两 点 不 在 7Y 上 ， 且 
xs， zz 一 1。 证明; xx: 两 点 中 一 个 在 > 内 部 ， 而 另 一 个 在 7 的 
外 部 。 
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《此 题 说 明 过 一 1,1 的 圆周 内 部 或 外 部 是 侍 可 夫 斯 基 函数 的 
单 叶 域 ) 

17， 求 出 圆 |z| 二 R 到 单位 贺 |w| < 1 的 分 式 线性 变换 。 

18， 求 把 直线 Rez 一 。( 实 数 ) 的 左 半 平面 变 为 单位 圆 内 部 ， 
且 把 半 平 面 上 一 点 mm 变 为 原点 的 分 式 线性 变换 ， 

19， 证 明 : 只 有 一 个 不 动 点 z 二 co 的 分 式 线性 变换 为 w 一 
z 十 5b(b 关 0); 有 两 个 不 动 点 x 一 0,co 的 分 式 线性 变换 为 zw 一 
az(a x 0), 

20， 求 分 式 线性 变换 w 一 二 一 和 (|e| 一 1) 的 不 动 点 。 


1 一 GZz 


21. 证明 : 分 式 线性 变换 w 一 了 一 和 《|a| < 1) 若 有 不 动 


1 一 Cz 
点 zo《|zol 二 1), 则 二 也 是 不 动 点 ， 并 求 出 函数 在 单位 图 内 的 


不 动 点 。 
22. 设 w 一 兰 二 和 (|c| 一 1), 证 明 ; 


1 一 GZx 1 一 |z| 


lIdw| ldz| 


2 1 CO—|z|” 


23. 设 w 一 作 十 4, 5, c,d ER, ad 一 bc 之 0. 证明 : 


Cc2Z 十 4 
Jdw| _ ldz| 
Imw Imz ” : 
24. 设 w 一 守 二 4， gd 一 bc x 0, c < 0, 证明: 存在 以 
cz 十 


一 为 圆心 的 圆周 C ， 它 的 像 圆 周 与 C 有 相同 半径 。 
25. 设 四 点 Z19 229 3 T4 顺序 位 于 圆周 C 上 ,证 其 交 比 (z19 33 


z33%4) > 1。 
26. 设 %,zs 位 于 上 半 平 面 ,证 明 : 
nk 1 
2 一 2 V (2921 5422) 


27. 设 1a| > !， 且 满足 
。73。， 


(1/4,2,1/2,4) = (0,2,1/2,00). 

证 明 : 存在 单位 圆 到 自身 的 分 式 线性 变换 , 它 以 2,112 为 不 动 点 ， 
且 把 4。 映 为 co， 

28， 求 出 单位 圆 到 自身 的 分 式 线性 变换 ,使 得 2,1/2 为 不 动 
点 ,点 514 了 映 为 co。 

29， 求 让 的 主 值 , 并 求 | 与 |i|i 

30， 求 多 值 函 数 Log(z 一 o)(z 一 5)(e 二 5) 的 分 支点 与 单 
值 域 ， 

31， 函 数 f(z) 一 Vx 十 a? 在 C\[ 一 ei, ai] 上 能 否 取出 单 
值 解析 分 支 , 若 能 , 它 是 奇 函 数 还 是 偶 函 数 ， 

32， 求 下 列 多 值 函数 的 分 支点 与 单 值 域 ,其 中 ayes,ay 两 
两 不 同 ， 

(1) f (2) = Vz — a) (#— 0) (2 — 0); 

(2) f (2) = Vz — a)(s — a)(z — 63)(z — a,). 

33， 设 01,04,03 两 两 不 同 , fz) 一 /Cz 一 01) (z 一 01) (x 一 a3). 


问 

(1) C 平面 除去 三 条 不 交 线 有 段 [ei,00),[a,00),L[a;, 500) 后 区 
域 是 否 为 单 值 域 ; 

(2) C 平面 除去 不 交 线 外 [a1,as],[as, 500) 后 区 域 是 否 为 单 值 
域 ; 

《3) C 平面 除去 折线 [a1,4,,as] 后 区 域 是 否 为 单 值 域 ， 

34， 设 f(z) 一 (人 1 一 zz 人 0 一 <1)， 求 分 支点 和 单 值 
域 。 

35， 问 函数 Log(1 一 2 在 C 除去 线段 [一 1,i],[1,i] 及 射 
线 x 一 0,y 之 1 的 域内 是 否 可 取出 单 值 分 支 9 若 可 以 ， 取 z 一 0 
时 ，f(0) 一 0 的 那个 分 支 , 试 求 (2) 与 人 一 2)。 


‘74. 


第 四 章 Cauchy 定理 与 Cauchy 公式 


这 一 章 引 进 积分 的 概念 ， 氢 述 并 证 明 关 于 解析 函数 积分 的 
Cauchy 定理 。Cauchy 定理 是 整个 解析 函数 理论 的 基础 。 此 外 ， 
还 将 以 Cauchy 公式 为 工具 证 明 解析 函数 任意 次 可 导 和 其 他 重要 
性 质 . 


$1 积 分 


设 Y: [a,8] 一 C 为 一 条 可 求 长 曲线 , 其 定向 规定 为 参数 增 
加 的 方向 。 再 设 承 数 f(z) 一 n(x,y) 十 iv《x，y) 定义 在 YY 上。 党 
、 了 7 的 正 向 取 分 点 4 一 zz ,zs 一 6， 这些 分 点 把 7 分 成 # 个 
小 段 ,第 不 段 记 作 7x% 三 1,2,…… ,2)。 在 Yi 上 任 取 一 点 4 一 
64 十 imt， 作 和 数 


$= 之 ， fC61) (zx 一 zk-1) 。 
如 果 当 4 一 ax sx (st 是 7 的 弧 长 ) 趋 于 零 时 ,不 管 分 点 xz 和 


&4 如 何 选 取 , 和 数 8 都 趋 于 一 极限 值 , 那 末 这 个 极限 值 称 为 f(%) 
沿 定向 曲线 y 的 积分 , 记 作 


[az = hm DED Ca — so). 上 


这 个 积分 的 存在 与 计算 可 以 归结 为 数学 分 析 中 第 二 型 曲线 积 
分 的 存在 与 计算 。 事实 上 , 设 2 一 24 十 it 大雪) 一 u(E19n04) 十 
iz(Sky94D)， 则 


3 一 了 >， 人 CS 一 X41) 一 VS D1) Cyr 一 ye1)} 
ke 
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十 1 了 >， {vCER, ne) Cx 一 Xt-1) 
k=1 


十 uFrs ne Cy 一 y1-1)}， 
当 1 一 0 时 , 若 3 极 限 存在 , 则 实 部 和 虚 部 极限 也 存在 ， 根 据 第 二 
型 曲线 积分 定义 ;有 
| j(z)dz = | vaz 一 vdy 十 | vdx 十 udy. 

当 7 为 可 求 长 曲线 ,函数 wy 在 7 上 连续 时 ， 第 二 型 曲线 积分 存 
在 《证明 权 用 到 斯 蒂 尔 斯 积分 概念 ), 所 以 若 7 为 可 求 长 曲线 ,f(z) 
在 7Y 上 连续 时 , 复 积分 (1) 存 在 . 

当 7Y 为 光滑 或 逐 段 光滑 曲线 7(D) 一 xn 十 iy() (e186)， 
函数 w,v 在 7 上 连续 时 ,数学 分 析 中 证 明了 第 二 型 曲线 积分 的 计 


算 公 式 : 
| ax 一 vdy 一 [ {auLxCe) ,yx Co) — v LxCe), ye)) yD}de, 


| oa + wdy 一 | er y(CD]x(i) + wae), yy CY}dz. 


将 上 面 第 二 式 乘 以 i 后 两 式 相 加 , 即 得 积分 (1) 的 计算 公式 : 
| az 一 | ft). (2) 


公式 (2) 抬 f(z) 沿 曲线 7 的 积分 化 为 关于 实 参数 + 的 定 积分 ， 

设 7 是 可 求 长 曲线 , 1(),g(z) 在 7 上 连续 ,由 积分 定义 可 扒 
志 下 列 性 质 : 

(CD | fd = 一 | fadz 


02) | ra + gC)1ds — [far + | ecodz 


(3) | sf CDaz = a| fds, a€C; 
(4) 如 果 Y 由 7, 和 和 7, 组 成 , 则 
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| ra dz 一 | fa dz + | fe) ds 
G5) || fas <| liWlas< ML, 
其 中 M 一 sap |f( 罗 |, 工 为 7 的 弧 长 。 
我 们 只 证 (5)。 由 于 
NE BD fda — a :| 所 Dd )s:, 


令 1 一 max si 一 0， 即 得 
len 


| faz < | fds. 
又 由 于 在 7Y 上 |f(2)1 < M， 所 以 
| old < ML 


当 7 为 光滑 曲线 时 , dz 一 72)dz,|dz| 一 17 (oO1dz 一 ds, 第 
一 型 曲线 积分 也 可 记 成 


| raid = | rolldzl， 


例 1 设 Y(t) (o <+< 8) 是 一 条 可 求 长 曲线 , 求 | dz 和 


| 2GZz。 
r 


解 ” 按 定义 
ja lm DD a4 — #0) = — sm 7(8) — 7(0). 
同样 
| zdz 一 lim >) zi (st 一 224-1) 一 了 im 了 >， zz 一 Zh) 
7 i>0 个 1>0 全 
所 以 


.1 bp3 
| zdz 一 im 一 Cr 十 ZEDC2A 一 Zi-1) 
了 43>0 2 k=1 
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1 va 


7 (2z2 一 23) 


一 于 [7:(6) 一 yx(a)]。 
如 果 7(#2 为 光滑 曲线 ,由 计算 公式 (2) 得 : 
| az 一 | ud 一 7(D| = 7(8) — 7(0), 


| .oa 一 or 一 3 
,dz 一 | TO07'G)di 一 一 T2X( 


8 
o 


一 于 [7(8) 一 Ya)]。 


例 2 计算 积分 | 一， 其 中 7G@) 一 6 十 Reb 0< 委 < 委 
他 -一 . 
2n, a€C, 


解 因为 1D) 一 一 一 ,7 一 7) = Rie', 
2—a’” . Rei 
所 以 


2r 2x 
| _dz  _ | 1L_ Rieid; -| idt 一 2xi, 
站 


7rz—a o Re 
注意 这 个 积分 与 积分 路 径 的 半径 R 的 大 小 和 圆心 。 的 位 置 无 关 。 
例 3 计算 积分 1 一 | 笃 ，, 其 


中 7 是 圆 环 {z: 1 万 |z| 声 2} 在 

第 一 象限 部 分 的 边界 ， 方 向 取 正 定 
向 (图 4-1)。 

解 ”由 计算 公式 (2) 与 例 1 得 

(dz 1 idy zdz 

! | x + 时 + |z)’? 

图 4-1 + 和 


— 2g2+| zaz 十 工 | zdz 
4 .7 


7 


~ 2log2+ (1 一 i) 二 二 (入 一 4) 一 21o82， 
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$2 Cauchy 定理 


设 f(z) 在 区 域 了 内 解析 ，y(p(a 过 + 过 8) 为 卫 内 可 求 长 简 
单 闭 曲线 ,其 所 围 区 域 O 属 于 D， 由 上 节 的 论述 我 们 有 


| f(z)dz 一 | udx 一 vdy 十 :| vdx 十 udy, 
如 果 w,v € CD)，。 则 应 用 数学 分 析 中 的 Green 公式 及 C-R 方 


程 , 香 
| udx — vdy 一 中 (~ 训 一 3 ) dxdy 一 0， 
了 ， 人 Ox Oy 


| vdx 十 wdy 一 (2 一 3) dxdy 一 0, 
r 本 ox ay 


这 样 一 来 ,我 们 得 出 结论 : 
| f(x)dz = 0, 


这 个 公式 正 是 我 们 在 本 节 要 证 明 的 主要 结果 ， 即 Cauchy 定理 所 
断言 的 东西 ， 

读者 应 注意 到 ,在 推导 过 程 中 ， 我 们 假定 解析 函数 1(x) 的 实 
部 和 虚 部 在 D 内 都 有 一 阶 连续 偏 导 数 ， 但 是 这 一 点 我 们 目前 并 不 
知道 。 

因此 ,为 了 证 明 Cauchy 定理 ,我 们 还 需要 一 个 引 理 。 

引 理 1 设 f(z) 是 区 域 D 内 的 连续 函数 , YC(z) 是 五 内 的 可 求 
长 曲线 、 则 Vs > 0, 存在 内 接 于 7 且 完 全 位 于 D 内 的 折线 了 ,使 
得 


| dz 一 | 7 dz| < 8。 


”” 证明 无 炉 设 DPD 是 有 界 域 ( 否 则 设 7 包含 在 贺 jz| < M 内 ， 
取 D 与 圆 |z| < M 的 交 域 即 成 )。 因 +《 作 为 点 集 ) 为 一 紧 集 , 边 
界 6D 为 一 闭 集 ,所 以 距离 4(1,6D) 一 2p > 0。 令 
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me ee erm eer ypTYG2rr Ai 


D, 一 {zEcD: d(z,7) < p}, 
则 为 区 域 , 且 
7CDICDCD, 
设 7 的 长 度 为 L， 由 于 f(z) 在 紧 集 万 上 是 一 致 连续 的 ， 所 
以 ,对 于 Vs >>0, 35 二 0, 当 zy， xz ED, 且 jz 一 xz 二 5 时 ,有 


’ 他 
|f(2) — fz")| < 277° 


在 7Y 上 依 此 取 分 点 e 一 zz ,zo 一 5 (ga,b 为 7 的 走 点 
和 终点 )， 这 些 分 点 把 7 分 成 # 段 ， 第 《 段 记 作 7:+， 其 弧 长 访 ! 作 
5， 我 们 这 样 取 分 点 ,使 

st<min(p,6) (k= 1,2,...,7). 

这 时 以 az， …， zs 为 顶点 的 折线 了 就 属于 D.。 事实 上 ad(7， 
8D,) 一 p >>0, 因此 Yi4 落 在 以 zi 为 心 、 以 5 为 半径 的 圆 晤 ， 
而 该 圆 又 包含 在 D, 内 ， 所 以 7 一 一 因而 折线 了 位 于 万 内， 用 
[zk-iy xz 如 表示 连接 ZK 一 19 2 大 的 线段 ,由 于 


[A KacDds 一 KacD(s 一 s 
7 大 Lxk— xk] 
于 是 有 

[| tas — | raaz| 


re 一 人 are] 


| [fC2) 一 KKz Dadz 


=1 


一 | [Fa — f(z41) dz 
k=1 ve- zkl 


< Dh -i + D0 
— fz) ldz| 
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由 A 
8 E < 
< > 一 -9 二 > 一 .8 证 毕 ， 
2 + 


定理 1 (Cauchy) 设 DCC 是 单 连通 区 域 , 函数 f(x) 在 
DD 内 解析 ,7 是 DD 内 任意 一 条 可 求 长 Jordan 曲线 , 则 


,fds ~ 0. 
证明 ”只 要 证 明 对 D 内 任 一 闭 折线 P， 积 分 
| Keaz 一 0%， 
P 
则 Cauchy 定理 成 立 。 事实 上 Vs > 0， 由 引 理 1， 存在 内 接 于 
7 且 . 完 全 属于 刀 的 折线 P， 使 得 
| f(z)dzl 一 | f(z)dz 一 | flg)dz 
由 于 "8 任意 性 , 即 得 


< €, 


| rodz= 


闭 折线 P 总 可 拆 成 有 限 个 自身 不 交 的 闭 折线 ， 所 以 可 设 P 为 
自身 不 交 的 闭 折线 ， 若 了 围 成 的 多 边 形 4 不 是 凸 多 边 形 ， 则 总 有 
一 些 顶点 的 内 角 大 于 x。 任 取 这 样 一 顶点 ， 作 其 内 角 的 角 平 分 线 
直至 于 折线 尸 相交 ,此 角 平 分 线段 把 多 边 形 4 分 成 两 个 多 边 形 4， 
4 (图 4-2)，4 与 4 中 内 角 大 于 的 顶点 个 数 , 至 少 比 4 中 内 
角 大 于 x 的 顶点 个 数 要 少 一 个 。 依 此 下 去 ， 总 可 把 多 边 形 4 分解 
成 有 限 个 凸 多 边 形 41,-…，4,。 叉 数 滞 多 边 形 4 的 边界 64 一 P 
的 积分 , 正好 等 于 函数 沿 每 一 个 844 积分 的 和 。 这 是 因为 沿 角 平 
分 线段 的 积分 恰好 出 现 两 次 , 且 积 分 路 径 方向 相反 ,所 以 沿 角 平 分 
线段 的 两 积分 抵消 。 这 样 ,证 函数 沿 闭 折 线 的 积分 为 零 , 可 归结 为 
证 殉 数 沿 凸 多 边 形 的 边界 忆 的 积分 为 零 。 对 于 凸 多 边 形 ， 显 然 可 
从 -- 点 出 发 ， 与 其 余 顶 点 作 联 线 ， 把 它 分 解 成 若干 个 三 角形 区 域 
的 和 。 所 以 只 要 证 瘟 数 沿 每 一 个 三 角形 了 的 积分 为 零 即 成 。 

设 
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| dz| 一 M， 


我 们 要 证 M 一 0。 把 了 的 三 边 中 点 相互 连接 起 来 ,得 到 四 个 小 三 
角形 了 .72 73 了， (图 4-3)， 由 


上 f(s)dz — 2 a 


上 式 右 端的 四 个 积分 中 至 少 有 一 个 积分 的 模 不 小 于 M/4, 这 个 三 
角形 记 作 也; 


Ma fs) ds 


同样 ,从 7 也 出 发 ,按照 上 面 的 做 法 ,得 到 三 角形 了 中, 沿 了 中 
的 积分 满足 条 件 : 


中 Ts 


> 
4 


1 MM 
人 4 


如 此 继续 下 去 ,我 们 得 到 一 串 三 角形 序列 T@ 一 了 ,Te,TO9TG， 
…… 相 应 的 积分 满足 条 件 : 


mf 人 


> (一 1 (3) 


设 工 是 了 的 长 度 ，T'* 的 长 度 为 L/2*"。4。 表示 7 所 国 
成 的 闭 区 域 ,显然 db (一 0,1,2,…:)， 记 d 一 diam 4,， 


则 diam4, 一 ， ->0 (z ~> 十 co)， 由 第 二 章 的 Cantor 定理 , 存 
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在 只 一 的 一 点 ae 门 J， 因为 jED, je) 在 名 可 学 ,所 以 


在 z, 的 邻 域 V(z6;6)CD 内 有 
1(2) — f(z0) 一 f(z0)(z 一 2) 十 p(z, zz 一 2o)， 
其 中 lim plz,2%0) 一 0。 又 因为 diam 4, ->0， 所 以 当 # 充分 大 


时 ，4。CV(zo;8)。 这 样 一 来 ， 
| .radz 一 | Kas + FC) | 0 C2 — zo)ds 


+ | e200) Cz — a0)ds, 


由 例 1 知 
| dz 一 | (z 一 20)dz 一 0， 
所 以 
| fa = | oss2)C2 — sm)dz, 
立 得 
ew fds| < 4 SE ax IoCz, 20)1, 
结合 .3) 式 可 得 
O&M<4d.L. max |p(z,z0)|. 
sET #2) 


因为 im ,max Ca， z0)| 一 0， 所 以 M 一 0。 证 毕 。 
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Cauchy 定理 有 下 面 的 重要 推广 , 
定理 2 设 区 域 D 是 可 求 长 Jordan 曲线 7 的 内 部 ,函数 f(z) 
在 DD 内 解析 ,在 了 上 连续 , 则 
| f(x)dz 一 0。 
明 的 思想 。 
当 刀 是 单位 圆 时 ，7(D 一 er 00 委 和 1 魏 和 )， 令 TD 一 re 
。83 。 


《0 二 ?二 1,0 志 : 世 7x)， 由 定理 1 得 
(2 


或 

站 fCrei)rieids 一 0， 
也 就 有 ” 

| f(rei)ieitdt = 0, 
于 是 


一 > 


和 ea 


| feievdz| 


0 


“一 


全 [fCer) 一 KCrei] ievdi| 


< | He ire, 


因 j(z) 在 万 上 一 致 连续 ,所 以 Ve > 0,a5 盖 0， 当 |1 一 r| 二 6 
时 ,有 

[Fe — fre’)| < 8, 
从 而 


<| fe) — fred ld < 2re. 
由 。 的 任意 性 , 即 得 结论 ， 

对 于 一般 的 Jordan 区 域 ， 总 
可 用 辅助 线段 将 它 分 解 成 特殊 的 
Jordan 区 域 。 即 分 解 成 由 左右 为 
两 直线 段 ， 上 下 为 两 可 求 长 曲线 所 
围 成 的 区 域 (图 4-4); 或 上 下 为 两 
直线 眉 ， 左 右 为 两 可 求 长 曲线 所 围 
成 的 区 域 , 设 DD 如 图 4-41 所 示 ，D 
图 44 的 边界 记 作 7， 在 D 内 作 简 单 闭 曲 
线 4, 则 由 定理 1 得 


和 eus 
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| f(z)ds = 0, 
， 然后 取 锯 限 得 


| f(2) dz 一 Re lm | f(z)dz 一 0， 证 毕 ， 


讨论 多 连通 区 域 之 前 ， 我 们 要 约定 一 记号 。 所 谓 Jordan 曲 
线 族 7 一 十条 十 .… 十 困 ， 指 该 曲线 族 由 “十 1 条 Jordan 
曲线 组 成 ， 7 取 正 定向 ， 7 TY 取 人 负 定 向 ; 71 > 7 都 在 
”的 内 部 , 并 且 其 中 任意 一 条 均 在 其 他 各 条 的 外 部 。 所 谓 Jordan 
曲线 族 7 一 十 并 十 …. 十 ?77 围 成 区 域 D， 就 是 指 由 7oy yiy 
…-,7Y。 范 围 成 的 一 个 ”十 1 连通 区 域 D， 称 Jordan 曲线 族 7 可 
求 长 , 即 指 组 成 7 的 每 一 条 曲线 可 求 长 , 

定理 3 设 可 求 长 Jordan 曲线 族 7 一 加 十 订 十 … 十 7 
围 成 区 域 了 ,函数 f(x) 在 忆 内 解析 ,在 万 上 连续 , 则 

| ja)dz — 0, 

证 明 我们 可 以 用 一 些 可 求 长 
辅助 曲线 把 区 域 DD 分 解 成 # 十 1 个 
由 简单 可 求 长 闭 曲 线 围 成 的 区 域 
D (KR 一 1 ,zz 十 1) (图 4-5)， 
由 定理 2 得 


| f(z) dz 一 0 图 4-5 
BD 


所 以 
|. flz)dz 一 了 >， J f(z)dz = 0, 


证 毕 ， 
定理 的 结论 也 可 写成 
| fas -Y 1 /Ce dz。 (4) 


k=1 


85 ， 


特别 地 , 当 = 一 1 时 ,有 
| Fadz — | fs) dz。 (5) 


这 说 明 在 二 连通 区 域 上 ,函数 沿 两 条 边界 曲线 的 积分 相等 。 
例 4 7 为 可 求 长 Jordan 曲线 ， 
oe7。 来 积分 
| —dx 
2xiJr zx 一 0” 
解 若 4 在 7 的 外 部 ,由 Cauchy 定 
理 知 积分 为 零 ， 若 4 在 7 内 部 ， 作 以 a 
为 心 的 小 圆周 7,， 并 上 且 位 于 7 内 部 (图 
4-6)。 了 中 (5) 式 及 上 节 例 2 得 
二 | dz | dz  _。 1, 
2n1iJr 2 一 4 2rJr 2 一 6 
我 们 再 约定 一 记号 ， 所 谓 Jordan 曲线 族 7 一代 十 … 十 
7 ， 指 该 曲线 族 由 条 Jordan 曲线 7,,*… ,7 组 成 ,每 条 取 负 定 
向 , 且 其 中 任意 一 条 在 其 他 各 条 的 外 部 。 所 亩 Jordan 曲线 族 7 一 
并 十 … 十 yw 围 成 无 界 区 域 D, 就 是 指 由 7,,-…,7, 范围 成 的 
一 个 无 界 区 域 了 D。 
推论 1 设 可 求 长 Jordan 曲线 族 7 了 一 77 十 ，… 十 75 图 成 
无 界 区 域 D, 函数 f(x) 在 PN{co}y 内 解析 ,满足 
lim f(z) 一 a, 
其 中 。 为 常数 (这 时 , 称 f(s) 在 吕 点 至 少 有 二 阶 霉 点 ), 又 f(z) 在 
上 连续 , 则 


图 4-6 


| ru- 


证 明 作 充 分 大 圆周 7,:， 1s| 一 R， 使 之 包含 7 由 
(4) 式 得 

) ,f(Ddz — -| f(x)dz, 

7 re 
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利用 积分 性 质 (5) 与 推论 中 条 件 有 
| f(s)dz| 一 j zf) 全 


< max | zf (2)| 一 0 CR -> +%), 
lsl=R 


所 以 

| f(z2) dz 一 一 lim | f(z)dz = 0。 

7 R= 中 sm 用 

证 毕 ， 
为 了 把 前 面 定理 与 推论 统一 起 来 ,我 们 引 人 和 人 下面 定 义 。 
定义 1 设 f(z) 在 空心 邻 域 V*(co;R) 内 解析 。 


(1) 着 1 (二) 可 开拓 成 邻 域 V (0; 加 内 解析 函数 ， 则 称 


f(z) 在 co 点 解析 ; 
i1Y/_1 了 .1 
(2) 关 1( 守 )( 避 攻 可 开拓 成 (0; 2) 内 全 纯 微分 
1 ,/1 1 

( 即 一 点 下 二 ) 在 V (0; 二 ) 内 解析 )， 则 称 fz)ds 在 co 点 全 
绅 . 

下 一 章 我 们 要 证 明 : 若 f(x) 在 V*(co;R) 内 解析 。 则 f(z) 
在 co 点 解析 的 充 要 条 件 为 im f(x) 一 a。 存在 ; f(z)ds 在 co 点 全 


纯 的 充 要 条 件 为 f(z) 在 oo 点 至 少 有 二 阶 零点 。 

这 节 的 定理 与 推论 可 表述 成 统一 的 形式 ， 

设 可 求 长 Jordan 曲线 7 或 可 求 长 Jordan 曲线 族 7 围 成 区 
域 D， 微 分 f(z)dz 在 也 内 全 纯 , 函 数 f(z) 在 D 上 连续 , 则 . 

| f(z)dz 一 0, 

例 5 设 7 是 一 可 求 长 Jordan 曲线 ,a,b (e 送 5) 不 在 > 

上 ， 求 积分 
+ 87 + 


-二 | dz 
2ri Jr (zs 一 a)(z 一 5 
解 ”注意 到 
~ 1 -1 1 _ _ 1 
(z 一 6a)(z 一 5) (ss =) 
应 用 Cauchy 定理 和 例 4 可 得 : 
0 ， 当 a,b 同 在 7 内 部 或 外 部 ， 


1 ， 当 4 在 7 内 部 ,而 5 在 外 部 ; 
I=4a—b 


二 >=， 当 5 在 7 内 部 ,而 s 在 外 部 ， 


§3 Cauchy 公式 


Cauchy 定理 最 直接 ,最 重要 的 结果 是 Cauchy 积分 公式 。 这 
一 公式 揭示 了 解析 函数 在 区 域内 的 值 可 以 通过 其 边界 值 积 分 表 
示 , 从 而 导出 区 域 了 内 解析 函数 一 定 任 意 次 可 导 ， 

引 理 2 设 7 为 可 求 长 Jordan 缴 或 Jordan 曲线 ，9pG) 在 
7Y 上 连续 , 则 函数 〈 称 Cauchy 型 积分 》 

DL pds 
Fe) 27i |, t—x 

在 C\r 的 每 一 个 区 域内 解析 , 且 对 有 限 点 z, 有 


Cn) 一 31 _ pde 
F‘m(s) 2 | 区 一 am， n€N, 


证 明 若 7 为 Jordan 弧 ， 则 CNy 为 一 单 连通 区 域 ; 若 7 为 
Jordan 其 线 , 则 C\Y 由 两 个 单 连通 区 域 组 成 。 显 然 有 
lim F(z) = 0， 
所 以 只 要 证 F(x) 在 有 限 点 解析 ,在 % 点 也 就 解析 . 
(1) 首先 证 (3) 在 区 域 D 内 连续 ，Vz。& D, 取 邻 域 VCz0;56) 
。88»* 


CD, 令 zeEV(z; 5/2)， 则 当 5 EY 时 ,有 1 一 z| 写 5/2, 所 
中 
FPO 一 Fa 一 了 | OE | 


Ti 和 一 z 27i CC—%, 
zx 一 2 p(t )dt 
ee 《9) 
立 得 
[FD — FO) < 4s— sl | leCO1d1. 


上 式 表 明 F(x) 在 % 点 连续 ， 由 z 的 任意 性 , 得 F(x) 在 区 域 
D 内 连续 。 
《2) 其 次 证 


,ll ( 
Fa 一 二 | ys. (7) 


Vse D， 由 (6) 式 得 
P(x) 一 PFCz) 1 | p(t) dt 
z 一 2 2ri jy 人 一 人 (全 一 0) 

取 -ES 作为 (1) 中 的 pL5)， 由 (1) 知 上 式 右 内 积分 表示 刀 内 


的 连续 函数 ,特别 在 x 点 连续 ,所 以 
F’(z,) 一 lim F(x) — F(z,) 
#0 z—z 
1 im oO 

2ri i a — 2) (t — 20) 

=_1 pL) 

. 2x1 | CO— 0) 多 
由 ”的 任意 性 即 得 (7) 式 。 
(3) 用 数学 归纳 法 证 高 阶 导数 公式 。 设 1 < <4 一 1 时， 

公式 成 立 : 


Fib(s) 一 kl | pL) dc, 


2xi Jr (一 zt 


aa 89 。 


区 证 丰 一 ”时 公式 成 立 ，Vz te DPD， 考虑 
Fo-5(z) — Fo- 
(一 1 v(t) g(t) 
-lle Cy | 
nD! | pd -| pd 
2x1 7 (tO— 2)" (to— 为 7T《 志 一 20 


z—z)| -ed 
+\ ) (5 — z)" gl 
所 以 

| Fs-V(%) — Fs-d(%) 


2—1 [= | pd 
2 一 2 271 7 (CO— 2z)" (eC— zo) 
一 2 | | 
2xi 7 (5 一 20)" (CE 一 z0) 
(x — 1)! gp(5)de i 
一 2ri | (CO— 2)* (FC— 2)" (8) 


令 mwC) 一 -个 全， 上 式 右 喘 前 两 顶 应 用 归纳 法 候 设 , 当 一 


时 ,两 项 之 差 趋 于 
GD | Da 
2ri 7 (一 207 
DF ec 
一 DLL rd. (9) 


考察 (8) 式 右 端 第 三 个 积分 ,注意 
| p(t) 此 一 名 于 2 | gL) _dr 


2xi 小 (tz) 2ri Jr 位 一 so 
一 [一 2 oO 
| 2ri | (LC— 2)" CL — 20) ®t 


_ (x— 2)! DID 
3 ;| 


ss 90 。 


(zm2{ ,| P(e) i 
T Ca) 2xi |， (tO—2)" (tO— 20) 和 


令 以 0) 一 wm(C5D)/G 一 aa)， 利 用 归纳 法 假设 和 函数 可 导 必 连 续 ， 
所 以 当 = -> am 时 ， 上 式 右 端 方 括号 趋 于 零 ， 上 式 右 端 第 三 个 积 
分 显然 也 趋 于 零 . 于 是 当 “一 am 时 ，(8) 式 右 端 第 三 个 积分 趋 于 

CD oD a LD ea, G0) 


2ri 7 (L 一 .zoj 2ri jr ot! 
由 (8),《9),《10) 我 们 得 到 
FW (2%) 一 lim Fi"-d(z) 一 FMCzo) 
>20 2 一 2 


2 opG) 
二 全 时 


由 z% 的 任意 性 结论 得 证 ， 证 毕 。 
定理 4 (Cauchy 公式 ) 设 区 域 了 是 可 求 长 Jordan 曲线 + 
的 内 部 ,函数 jz 在 刀 内 解析 ,在 万 上 连续 , 则 
(1) 在 DD 内 
{0 = | 2; 


2ri Jr7 CO—% 
(2) f(z) 在 DD 内 有 各 阶 导数 , 旦 在 D 内 


dD)— 7 1(2) 1,2,... 
f(D) — | CE di (z=—1,2,..°), 


证 明 Vzok 忆 ， 以 荔 为 心 , 以 了 为 
半径 在 D 内 作 一 小 圆周 C,, 其 内 部 属于 
D (图 4-7)。 设 是 由 7 和 C, 所 围 成 
的 二 连通 区 域 . 函数 -长 2 在 D, 内 


解析 ,在 DD, 上 连续 ,由 (5) 式 得 . 
| Las -| (2) dz。 图 4-7 


7 一 2 r 避 一 2 


由 于 f(z2 在 so 点 可 导 , 所 以 


。，。91 。 


1(2) 一 f(z0) 二 f(s)(z 一 zo) 十 plz, so)C% 一 20)， 
其 中 tm p(z,) 0， 于 是 有 
| fz) dz 一 人 Fs} dz 十 | f(zo) dz 十 | p(z, 20) dz 


TZ2— 2%, z 一 
一 f(z0)27ni 十 人 pf(zyzo) dz。 (11) 


因 


max [pCz,z0)| * 2xr —> 0 (7 ~—> 0), 


| p(z, 20) dz | < 
所 以 (11) 中 令 r ->0, 便 得 
j(z0) 一 


由 及 的 任意 性 即 得 所 证 ; 

《2) 应 用 引 理 2 便 知 ， 证 毕 . 

定理 5 设 可 求 长 Jordan 曲线 族 7 了 一 7 十 TT 十 -… 十 7 
围 成 区 域 D， 函 数 f(z) 在 D 内 解析 ,在 D 上 连续 , 则 在 DD 内 

f(z) -去 | Haq. 
to—z 
又 fx) 在 D 内 有 各 阶 导数 , 且 在 DD 内 
ym (fe) 一 
fe) 2 | Cr di (n=1,2,-.°), 

证 明 固定 z。€ D， 类 似 于 定理 3 的 证 明 ， 作 辅助 线 把 万 分 
解 成 # 十 1 个 单 连通 区 域 ， 使 zx。 属于 某 一 单 连 通 区 域 。 对 包 含 
z 的 单 连通 区 域 应 用 定理 4, 其 他 单 连通 区 域 应 用 定理 3, 然后 相 
加 即 得 


| £2) dz 


pe -7 ZC— Zo 


f(z0) 一 Et 4, 


Fe(zo) 一 - 弄 a 让 人 此 


由 zo 的 任意 性 即 得 所 证 。 让 
es 92。 


定理 6 若 函 数 f(x) 在 区 域内 解析 ， 则 f(s) 在 D 内 有 各 
阶 导数 . 

证 明 Vzoe D, 以 am 为 心 作 一 小 圆周 C,, 使 C, 及 其 内 部 
属于 D。 由 定理 4 知 f(x) 在 C, 内 部 有 各 阶 导数 ,由 am 的 任 
意 性 ,所 以 f(x) 在 D 内 有 各 阶 导数 .证 毕 . 

在 第 三 章 ,我 们 承认 解析 函数 一 定 无 限 次 可 导 , 现 在 利用 积分 
工具 证 明了 这 一 事实 . 

定理 7 者 函数 f(z) 在 圆 lz 一 ol 一 R 内 解析 , 并 且 
IF)1 < M。 则 

OC SE Cn 1,2,..°). 
这 个 不 等 式 称 为 Cauchy 不 等 式 . 


证 明 设 7 是 贺 周 |z 一 a| 一 r+ (0 < > < R), 由 定理 4 得 
fo (oO 一 -到 | 1), 


2x1 《一 OY 
所 以 
eX) < | RL ae 
7 jt— al"t! 

nl M .rr lM 

2 了 了 st+1 a® 
令 rR, 得 到 ” 

I < th, 
证 毕 。 


定理 8 (Liouville) 若 函 数 f(x) 在 C 上 解析 (这 样 的 函数 
f(x) 称 为 整 函数 ), 且 有 界 , 则 f(x) 必 为 一 常数 。 

证 明 ”由 定理 假设 , 存在 常数 M, 使 Vz€ C,|f1(2)| MM 
YaEC, 在 | 一 zo| 二 R 上 应 用 Cauchy 不 等 式 , 得 


lf (z)! < 于- 


°° 93。 


令 R-> 十 0， 得 到 f(z,) 一 0。 所 以 f(s) 二 0， 故 f(x) 为 一 
和 常数， 证 毕 。 ， 

这 个 定理 是 说 整 函数 不 取 某 一 圆 外 的 值 时 ， 则 整 函数 为 一 常 
数 。Picard 证 明了 更 深刻 的 定理 : 

Picard 小 定理 ” 若 整 函数 f(x) 不 取 两 个 复 值 c;,2&(e 六 <b)， 
则 f(z) 为 一 常数 。 

Picard 定理 的 证 明 超 出 基础 课 范围 , 故 略 去 ， 

下 面 给 出 无 看 区 域 的 Cauchy 公式 ， 

推论 2 设 可 求 长 Jordan 曲线 族 7 一 77 十 … 十 77 围 成 
无 界 区 域 也 ,函数 f(z) 在 D 内 解析 , 上 且 在 DD 上 连续 。 则 Vz & PN 
{00}, 

1CD 一 Koo) 十 二- | FO, 


2ri Jr Cz 


{9 | 2 


27j Jr CC zt 
证 明 Vz。€ D\{0}， 取 充分 大 R, 使 jz| 一 R 包含 xz 与 
Y(t 二 1,2,.*……,n)， 由 定理 5 得 
fo 于 | + 二 | 二 (12) 
和 
f(z0) -| a 1) dz 


2ri Jilzl=R (CC 一 zo)"t! 
nl f(6) 
+ 全) 
《12) 中 右 端 第 一 个 积分 可 改写 成 . 
-| f(t) -| 1/6) 一 f(00) ge 
lsi=R 


2xi JIlsi=R Co—%o 2xi t—%, 


|. fe) ar 


271 Jizl=R 《一 20 


wn f(o0)+— 1 | KO) 一 大 co7 at， (14) 


2xi 5—%, 


。94 。 


岗 
| 二 -| {= fC) ar| 


2ri 一 Ze 


< max |f(5)— fo0)) 一 0 (R=>+%), 


所 以 由 (12) 与 (14) 即 得 
fs) 一 Koo) + | de, 
271 Ct— 2 
由 的 任意 性 第 一 式 得 证 ， 


为 证 第 二 式 只 要 对 (13) 中 右 端 第 一 个 积分 应 用 推论 1 即 得 ， 
证 毕 ， 


R 
及 一 |zo| 


例 6 计算 积分 
| .ds 
27i .al (2 一 1)(z — 38” 

解 解法 一 由 


1 -+( 1 1 ) 一 去 (二 1 ) 
z+—1 4 \z—] zi) 41\2.—i z+i/’ 


1-- | 工人 1 _._l ) dz 
2ri Jlrlez 4 \z—1 zx 十 1/(z 一 3 
__1 | 工人 1 1 ) dx 
28i Jizl<z 4i \z— i zx 十 i/(z 一 3 


二 (二 一 二 ) 一 去 ( 1 -~ 1 ) 
4\4 16/) 4i\G—37 (~i— 37 
工 一 1 4 一 3_ 4 十 3 27 


64 200 200 1600” 
解法 二 取 f(s) 一 一 一 -， 它 在 lz| > 2 内 解析 ， 应 用 推 
论 2, 并 注意 积分 路 径 的 定向 得 


(a 


。 095 。 


$4 变 上 限 积分 确定 的 函数 


上 面 我 们 证 明了 解析 函数 f(z) 一 定 无 限 次 可 导 , 现 在 要 问 它 
是 否 是 某 一 解析 函数 F(x) 的 导 函 数 呢 ?或 是 否 无 限 次 可 求 原 函 
数 电 2? 

定义 2 设 f(D) 在 区 域 D 内 连续, 若 存在 DD 内 函数 F(z), 使 
F'(z) 一 f(z)， 则 称 F(x) 是 f(x) 的 一 个 原 函 数 。 

若 F(x) 是 f(x) 的 一 个 原 函 数 , 则 F(z) 十 C (C 为 任意 
复 常 数 ) 也 是 f(x) 的 原 函 数 ， 并 且 它 的 任意 原 函 数 都 具有 这 一 形 
式 ， 

定理 9 设 D 为 单 连通 区 域 , 函数 f(x) 在 了 内 解析 ， 则 变 上 
跟 积 分 确定 的 承 数 


PCD 一 | KeD45， sse 
为 Ka) 的 原 函数 , 即 
PFC 一 fa. 

证 明 由 Cauchy 定理 ,对 内 尾 一 可 求 长 闭 曲 线 积分 为 零 ， 
所 以 变 上 限 积分 只 依赖 于 起 点 m 和 终点 *, 而 与 连接 。, = 的 积分 
路 径 无 关 , 因 此 变 上 限 积分 确定 了 内 一 单 值 函数 Re。 

Yae D3 邻 域 7(zsi 8)CD， 对 邻 域内 任意 一 点 z， 

PC 一 FC 一 | fear — | fe) ar = | Ke de. 
上 式 右 端 从 =: 到 = 的 积分 路 径 可 取 直线 段 【xia]， 于 是 有 

LOD 一 了 (一 一 上 一 | fe) — Koz)1de. 


& 一 2 一 1dls 


因为 f(x) 在 z: 点 连续 ,所 以 Ve > 0,36, > 0 (无 妨 设 % < 5)， 
使 得 当 |z 一 2) < 2 时 ,| 一 fz)| 二 se。 这 样 当 |z 一 | 


。 96 。 


EE Le 一 Ka 


导 一 如 


| A) — Ks)1lal < s, 
[ss] 


|z— zl 
邯 F(z) 一 有 (x,)， 由 于 x; 的 任意 性 , 得 到 F(x) 一 f(x)。 证 
毕 


注 在 证 明 中 f(x) 的 解析 性 保证 单 值 函数 F(x) 存在 ,而 证 
F(z) 的 可 导 只 用 到 f(x) 的 连续 性 。 

若 D 是 多 连通 区 域 ,函数 f(z) 在 DD 内 解析 , f(x) 是 否 有 单 值 
原 浮 数 呢 ? 或 在 什么 条 件 下 有 单 值 原 函 数 呢 ? 设 DD 是 4 十 1 连通 
区 域 ,， 即 C\D 有 ?十 1 个 连通 分 支 B (0 hn), 设 吕 e 
Es 称 Ei (1 必 志 2) 为 “ 洞 ", 设 Tj (f 一 1,2,.… ,xn) 是 只 环 
绕 第 7 个 “ 洞 "的 可 求 长 简单 闭 曲 线 ( 图 4-8)， 记 


Ki | fd (<i<n). 


称 K; 为 全 纯 微 分 用 xz)dz 的 周期 注意 KK; 值 与 Fi 的 具体 取 
法 无 关 , 若 Di 是 另 一 条 只 环绕 第 i 个 “ 酒 " 的 可 求 长 简单 闭 曲线 ， 
T 与 Ti; 位 于 DD 内 且 不 交 , 则 应 用 Cauchy 定理 得 


| fa =—| fC dz 


车 了; 与 了 相交 , 作 一 与 两 者 不 交 的 可 求 长 简单 闭 曲 线 过 渡 即 可 ， 
定理 10 设 D 为 “十 1 连通 区 域 , 溺 数 f(x) 在 DD 内 解析 ,KK; 
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为 全 纯 微 分 f(z) dz 的 周期 (i == 1,2,.… ,x), 则 f(x) 有 单 值 原 
函数 的 充分 必要 条 件 为 Ki 一 0 (i 一 1,2,*… ,7)。 

证 明 设 f(z) 有 原 函 数 F(z), 若 7 为 马 内 可 求 长 曲线 YCr) 
(«< 168),， 则 


[fas = FPC) ~— FOrC0)). (19) 
事实 上 若 Y(9) 为 光滑 上 曲 线 时 ,由 计算 公式 (2) 得 
[fa4s = [flr 一 PC 


| — F[7(8)] 一 FIy(c)]; 
若 7 是 分 段 光 清 曲 线 时 ， 显然 (15) 仍 成 立 ; 若 7 是 可 求 长 曲线 时 ， 
由 引 理 1, 7 总 可 用 分 席 光 滑 曲 线 P, 带 近 ,所 以 


[Kaz — im | fa) ds = FCCB)) — F (7(0)). 
既然 (15) 式 对 任意 可 求 长 曲线 成 立 , 取 ?为 Pi。 即 得 
Ki = | ， fs) dz 一 0。 
反之 ， 若 Ki 一 0 (i 一 1,2，…，)， 则 对 刀 内 任 一 可 求 长 半 
曲线 了 ， 容 易 看 出 
[fds — 3 "| fH ds nieZ, 


即 有 | f(z) dz 一 0， 而 积分 沿 任 一 闭 曲线 为 零 、 等 价 于 积分 与 
路 径 无 关 ,所 以 变 上 限 积分 
| Ke) ae 


确定 DD 内 的 单 值 函 数 R(z)。 重 复 上 一 定理 的 证 明 ,可 知 已 (s) 一 
fs)， 证 毕 ， 

定理 10 也 说 明 ， 如 果 有 一 周期 K; 关 0， 则 变 上 限 积 分 确定 
了 内 的 多 值 函数 F(z) ,这 个 多 值 函 数 的 导数 为 单 值 函数 1(z)。 车 
D, 是 DD 内 单 连 通 区 域 , 取 定 zs,€ D1, 又 取 定 一 条 连接 mx: 的 曲线 
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7 则 
FO -| fds + [HED 
应 用 定 还 9， 可知 F(z) 在 D, 上 可 取出 单 值 分 支 ， 记 为 Pie， 
Yn € Z， 显然 前 数 
PC + > nk 


7 一 1 
也 是 F(w) 在 D， 上 的 单 值 分 支 。 且 构成 F(x) 的 全 部 单 值 分 
支 . 事实 上 设 F(x) 为 F(x) 在 D， 上 的 另 一 单 值 分 支 ， 则 
F(z) 一 Fi(z) — f(z) — f(x) 一 0, 得 出 F(x) 一 Fi(s) 在 D 
上 为 常数 C ,要 确定 常数 C ,只 需 考察 z, 点 的 值 ， 


Fi(21) 一 | Kt) dz, 


因为 F,(x) 是 F(x) 的 单 值 分 支 , 所 以 一 定 存在 连接 ms: 的 曲 
线 7,， 使 | 


PAs) 一 | Ke) de, 
即 得 . 
Fa 一 Pa 一 | fd — Dk 


1=1 


这 是 由 于 7 十 Yo 为 D 内 闭路 , 必 存 在 mn;€ 2Z 使 


sn 好 


| aid Dn KD Dk 
定理 11 设 DD 是 单 连通 区 域 ， 消 数 f(z) 在 D 内 解析 且 不 为 
零 , 则 Log f(x) 可 取出 单 值 分 支 a(z)， 即 
f(x) 一 ed， 
且 g(z) 十 2xKi (AEZ) 为 Log f(x) 的 全 部 单 值 解析 分 支 ， 
证 明 取 定 ze 和 w，, 使 入 z%) 一 ee。 由 定理 6 知 f(2) 
在 D 内 解析 ， 所 以 f(x)/f(x) 在 D 内 解析 。 因 D 是 单 连通 区 域 ， 
再 由 定理 9, 知 函数 
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四 一 多 了 了 (7 
ga = ws + 人 FO 


为 也 内 的 单 值 解析 函数 , 且 g(x) 一 了 (G2) /f(z)，g(20) 一 zw 

考虑 DD 内 解析 函数 o(z) 一 f(z)e-* 中 ,因为 

p(s) = ef Cz) — fl2)8' Cs] m0, 
所 以 pO) 在 刀 内 为 常数 。 由 o(zo) — Hz0)e™™ 一 1,， 得 
f(x)e 一 1 或 f(z) = er®), 

这 表明 g(x) 是 Log f(z) 的 单 值 解析 分 支 。 显然 g (3) 十 Zhi 
(keEZ) 也 是 Log f(zx) 在 DD 内 的 单 值 解析 分 支 , 

假如 g1(z) 也 是 Log f(z) 的 单 值 解析 分 支 ,Rh f(z2) 一 ee 人 7 ， 

I 

™ es-20) 1, 
得 g(%) 一 g(z) 二 2xX(z)i, kK(z) 为 D 内 取 整 数值 的 连续 函数 ， 
故 &Cz) 为 常数 。 这 说 明 g(x) 十 2xki 为 全 部 单 值 解析 分 支 。 证 
毕 。 

定理 11 表明 , 若 Logf(z) 的 两 个 单 值 解析 分 支 ,在 单 连 通 区 
域 D 上 一 点 w 的 值 相等 , 则 两 单 值 分 支 一 定 恒 等 。 所 以 在 xs。€ D 
点 取 定 Logf(zo) 的 值 w。, 则 满足 g(z) 一 we 的 单 值 分 支 g(x) 
就 唯一 地 确定 了 ， 

在 定理 11 的 条 件 下 ，[i(x)]X4€ C) 也 可 取出 单 值 分 支 . 这 
可 从 定义 

[fC2) 1? 一 eaLogfe) 

与 定理 11 知晓 ， 特 别 地 ，Wf (x) 在 D 内 可 取出 单 值 分 支 。 

最 后 我 们 讨论 Cauchy 定理 的 逆 定 理 。 

定理 12 (Morera) 若 函数 f(x) 在 区 域 D 内 连续 ，7 为 也 
内 任 一 可 求 长 简单 闭 曲线 , 且 7 所 围 区 域 属于 D, 若 f(s) 党 7 的 
积分 为 零 , 则 f(z) 在 DD 内 解析 .。 

证 明 Vz。€ D, 只 要 证 f(x) 在 z， 邻 域 VCz6;5)CD 内 解 
析 。 由 定理 条 件 f(x) 沿 了 (zo; 6) 内 任 一 可 求 长 简单 闭 曲 线 的 
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积分 为 零 ,所 以 
FCa —| Ke)de 


在 VCz,;5) 内 为 单 值 函 数 。 在 单 连通 区 域 V(x,; 8) 上 应 用 定理 
9 的 注 得 F'(x) 一 f(z)。 再 由 定理 6 知 ， 帮 xz) 在 了 (zs 3) 内 
解析 ， 由 zx 的 任意 性 得 f(x) 在 DD 内 解析 ， 证 毕 ， 

注 由 引 理 1, 条 件 f(x) 沿 7 积分 为 零 ,可 以 改 为 f(x) 沿 任 
一 三 角形 了 的 积分 为 零 , 这 里 要 求 了 所 围 区 域 属 于 D， 


$5 最 大 模 原 理 与 Schwarz 引 理 


引 理 3 若 函 数 f(x) 在 圆 |z 一 o| < R 内 解析 , 则 
fla)= 二 fla+reit)d0 (0<r<= RR). 


证 明 设 7:z=4 十 re (0 委 0 反 2xr)， 由 Cauchy 公式 


得 
f(a) 一 | fC) dz 一 人 f(a 十 re) riei9d0 
2xi Jr z 一 4 2xi Jo reie ? 
即 得 
Ho) = _ 1. | fla 十 rei) do. 
27J0 
证 毕 。 


这 个 公式 称 为 平均 值 公式 , 它 表 示 f(x) 在 圆心 的 值 等 于 它 在 
圆周 上 值 的 积分 平均 。 由 平均 值 公式 可 导出 最 大 模 原理 ， 
定理 13 (最 大 模 原 理 ) 若 消 数 f(z) 在 区 域 DD 内 解析 ，、 且 不 
为 常数 , 则 |f(z)| 在 D 内 取 不 到 它 的 最 大 值 ， 
证 明 令 M = sup li 1 若 M 一 十 0， 定理 显然 成 立 . 
设 M < 十。 因 f(z) 不 是 常数 ,所 以 0 < M 二 十 cc。 我们 令 
Qi 一 {z6D: |f(2)| = M); 
0,— {sé€D: |f(z)| < M}. 
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显然 9, 为 开 集 。 现 证 2, 为 开 集 , 设 a€ 2,, 有 | 蕊 o)| = 
M. a ED,aV(a;6)CD， 由 平均 值 公式 , 当 0 二 r+ <8 时 
fo) = A) fa + rot)de, 
27 J0 


从 而 得 ， 
M = IK < 二 | Ifa + reo1d9， 
27 9 


或 
1 


工人 [mM Ifa t+ re)|1d0 <0. 
27 J0 
我 们 知道 ,定义 在 区 间 [0,2x] 上 实 的 非 负 连续 贡 数 ,如 果 它 的 积 
分 等 于 零 , 则 此 函数 必 恒 为 零 . 故 有 M 一 |f(a 十 re)| 三 0(0< 
6 志 2x)， 这 表明 VCa;6)CQ8,， 所 以 9 为 开 集 。 

由 于 D 是 连通 集 和 29.N 8 一 $8, 01U 8, 一 D， 故 01,9; 中 
必 有 一 个 是 空 集 ， 若 8, 一 $ ,9 一 也, 则 函数 模 恒 为 常数 ,因此 
f(z) 在 D 上 为 常数 ,这 与 假设 了 矛盾 。 故 必 有 2 一 %$,9; 一 D, 即 
|f(z)| 在 DD 内 取 不 到 它 的 最 大 值 。 证 毕 , 

推论 3 设 刀 为 有 界 区 域 ，f(s) 在 D 内 解析 ， 在 D 上 连续 ， 
则 VzED, 有 

|f(#)1| 二 max 1K2)1, (16) 

车 f(z) 不 为 常数 , 则 上 式 中 严格 不 等 号 成 立 。 

证 明 因 D 为 紧 集 ,|f(x)| 在 D 上 取 到 它 的 最 大 值 M。 而 
由 最 大 模 原 理 ，|fCx)| 一 定 在 边界 9 上 取 到 它 的 最 大 模 M 一 


中 e3x |f5)1， 所 以 (16) 式 成 立 ， 若 存在 ze D, 使 (16) 式 中 等 号 
成 立 ,由 最 大 模 原理 知 f(z) 为 常数 ， 故 f(z) 不 为 常数 时 ,严格 不 
等 号 成 立 。 证 毕 。 
推论 4 设 D 为 区 域 , f(x) 在 D 内 解析 ,We 9D (5 可 以 
是 co 点 ) 
Hm I1(2)1 < M, 
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则 在 D 内 
If < MM. (17) 
车 f(x) 不 为 常数 , 则 上 式 中 严格 不 等 号 成 立 。 

证 明 令 M = sup f(z)|， 只 要 证 M' 和 MM。 按 定义 ， 
3z,.€D (#4 一 1,2,.….), 使 

Jim |f(z,)| 一 M.. 
若 zxeD, 则 
[f(z0)| = lm, f(z.))| =M', 


即 f(D1 在 DD 内 取 到 最 大 值 M', 由 最 大 模 原 理 知 |f(2)| = M'， 
显然 M' < M， 
车 zo€ 8D (z。 可 以 为 0), 则 由 条 件 得 
M 一 im |f(so)| < Bn |f(1 < M. 


所 以 (17) 式 成 立 ,余下 的 证 明 同 上 一 推论 。 证 毕 . 
作为 最 大 模 原 理 的 一 个 应 用 ,我 们 下 面 证 明 Schwarz 引 理 。 
Schwarz 引 理 ” 设 函 数 f(z) 在 |z| < 1 内 解析 , 且 满 足 条 
件 f0) 一 0,1f(z)| 和 < 1， 那 么 在 加 |z| 二 1 内 必 有 
lf (C2)| < 1z| (18) 
AGDIE-= 1， (19) 
如 果 (19) 式 等 号 成 立 ,或 (18) 式 在 一 点 zoC0 二 |zol 二 1) 等 号 成 
立 , 则 


和 


f(z) 一 eirg, 
其 中 心 为 实数 。 
证 明 在 lzl<1 内 定义 函数 
fz) ， 当 szs 志 0， 


(2%) =4 ? 


ft0), 当 2 一 0。 
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则 函数 wo(e) 在 圆 环 0 二 |z| 二 1 内 解析 。 因 
lim 2 (#) = lim He HY = 了 (0) = op(0), 
所 以 plz) 在 部 |x| < 1 内 连续 。 现 证 p(x) 在 圆 lz| 二 1 内 


解析 。 根 据 Morera 定理 及 其 注 , 只 需 证 v(x) 沿 贺 jz| 二 1 内 
的 任意 三 角形 了 的 积分 为 零 。 如 取 定 三 角形 T， 分 两 种 情形 来 


看 ; 当 = ~ 0 不 在 T 的 内 部 时 ,由 定理 2 得 到 | p(s)ds 一 0; 当 


z 一 0 在 了 内 部 时 ， 利 用 z 一 0 到 T 的 三 个 顶点 的 线段 ， 把 了 分 
解 成 三 个 小 三 角形 T，( 一 1, 2, 3), 而 对 每 一 个 小 三 角形 有 


| p(x)dz 一 0 (4 一 1,2,3)， 相 加 有 


| plz) dz 一 > plz) dz = 0。 


k=1 


于 是 由 Morera 定理 知 p(x) 在 圆 |z| < 1 内 解析 。 
对 于 单位 圆 内 任意 一 点 Z0337 使 |zol <r<1, 应 用 推论 3 


得 
|9(z0)) & mar 4) < 1.. 
lsl=r 了 r 
令 > 一 1， 即 得 
|p(z,)| & 1, 


由 x。 的 任意 性 ,得 
lp (W111 (zl < 1). 
因而 有 (C18) 和 (19) 式 . 

若 存在 一 点 xz (0< |z<1), 使 |f(zo)| 一 |zj， 即 
[1e(zo)| 一 1, 或 者 |f(0)| 一 1, 即 |12(0)| 一 1， 则 由 最 大 模 
原理 ，| p(x)| = 1， 故 p(x) 天 es, ca 为 实数 , 即 f(x) 二 ez .证 
毕 ， 

Schwarz 引 理 表明 ; 车 f(x) 是 单位 圆 到 单位 圆 的 解析 上 映照， 
2 一 0 为 映照 的 不 动 点 , 则 z 的 像 点 f(x) 到 原点 的 距离 比 * 点 到 
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原点 的 距离 近 (图 4-9)， 如 果 有 一 点 使 得 两 者 相等 ,那么 f(x) 就 
基 一 个 旋转 映照 。 


习 是 
1. 计算 积分 
和 dz; 二 

人 ja 1 十 2 Q) Ne 1 二 2 
2 计算 积分 

dz 
(1) J 《sz 二 1)(z 一 3 

dz ， 下 
(2) on a,b 不 在 圆周 |s| 一 R 上 ， 

ne€N, 

3.。 计算 积分 


G) | 2 dz，lal <1, 0o<Ak<w 已 加 一 


lslei %— Zo 


a 十 as 二 十 G02"。 


4、 通 过 计算 积分 |， (z 十 十) ” 罕 ， 求 证 
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人 coszrbd6 — 2x + 0D (1,2,..). 
0 


《22)11 
5， 计 算 积 分 
1 xz 十 @ dz 
二 (lal < R)， 
求证 
1 2?* R?— |al? _ _ , 
| |z—al’ d9=1 (z 一 Reie), 


6. 设 f(z) 在 C 上 解析 , 且 Ref(z) >>0, 证 明 : ”f(z) 为 一 
常数 。 

7. 设 f(z) 在 C 上 解析 , 且 当 :一 oo 时 , |fCz)| = OC(|zs1*) 
《% > 0)， 证 明 :; f(x) 是 一 次 数 过 的 多 项 式 ， 

8， 试用 Liouville 定理 证 明 每 一 多 项 式 P(z) 至 少 有 :一 零 
点 . 

9， 设 函数 f(z) 在 有 界 区 域 也 内 解析 , 在 DD 上 连续 , 并且 
f(z) < 0。 证 明 : ”如 果 在 DD 的 边界 上 |1(z)| = 一 M, 则 1(2) 一 
Mei, ac 是 实 常数 。 

10， 车 非 常数 函数 jz) 在 1 一 |zl 一 十 co 内 和 解析， 且 
limf(s) 一 fo0》 存 在, 证明; 


CD fo) 一 二 | KRee49， 尺 > 
2 


(2) 在 1z| >1 上 最 大 模 原理 成 立 。 
11. 若 P,(z) 是 ”次 多 项 式 , 当 |z| 过 1 时 , |P,(z)| 志和 M， 
则 当 lz| < RC(R>1) 时 , |P.(2)| < MR". 
12， 设 P,(x)》 是 首 项 系数 为 1 的 ?次 多 项 式 。 证明; 
max IP,(z)| 之 1。 


13， 设 f(x) 在 |z| 二 1 内 解析 ,在 |zi 和 1 上 连续 ， 且 满 
足 
fei 和 Mi 和 8 委 z)，|1fet 的 | < Mr e027n), 
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证 明 ; | 
OO! < VMMNa 
14， 设 函数 f(x) 在 圆 |z| < R 内 解析 , 且 |f(2)| < M， 
f00) 一 0。 证 明 : 
1f Ce)1 < 蕊 |z， If CO) < 


其 中 等 号 仅 当 f(z) 一 ein (a 为 实数 ) 时 才 成 立 。 


15， 设 fx) 在 1z| 二 1 内 解析 , 且 | 长 s)| 二 1。 证明: 
上 Co) < 1 
16. 设 函 数 f(z) 在 lz| 二 R 内 解析 ， [fa| < M， 且 
Ha) 一 0 (1 之 j 过 4), 其 中 |zi| 过 2R (0 和 2< 1)， 证 明 ; 
HO < Ral es) (lz| < RY, 
17， 设 函数 f(x) 在 |z| < 1 内 解析 ,Ref(z) 之 0, f(0) = 
a > 0。 证明: 


fa) 一 , 
fa) Fe <|z|, lf(O0)|<20 
着 a 二 1， EN: 
一 |z| 1+ |z| 
1 Tr ST 一 对- 


18， 设 通 数 fz) 在 圆 jz| < 1 内 解析 ,1(0) 一 0, Ref(z) 专 
4《4 >>0), 证 明 ; 当 jz| 二 1 时 ， 


1)1 < 于 二 


19、 设 函数 f(x) 在 |x| 二 1 内 解析 , 在 1z| 志 1 上 连续 ， 
4 表示 Ref(x) 在 |z| 一 1 上 的 最 大 信 。 证明; 当 |z| 一 1 时 ， 


If | < -2 2 _ 4 十 工 士 |z| co 
— |z| 1— jz| 
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20. 设 P(x) 为 ”次 多 项 式 ，|z| 去 1 时 ，|P.(o)1 祥 M， 
证 明 : |z| 志 1 时 
IP'(z)| < enM。 
(提示 : 利用 第 5 题 与 第 11 题 ) 
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第 五 章 ”解析 函数 的 级 数 展开 


这 一 童 ,我 们 从 解析 函数 的 Cauchy 公式 这 一 积分 表达 式 出 
发 ,给 出 圆 内 解析 函数 的 Taylor 展 式 和 图 环 内 解析 函数 的 Laurent 
展 式 。 并 以 级 数 展 式 为 工具 ， 研 究 解析 函数 零点 与 极点 附近 的 性 
质 。 


$1 通 数 项 级 数 


1.1 数 项 级 数 
设 Za € Cn = 1,2,"…), 我 们 称 级 数 
Dj 一 (1) 


把 二 1 


是 收敛 的 , 如 果 它 的 部 分 和 3。 一 >， zk 序列 收 剑 到 点 ze C, 并 


称 za 为 级 数 (1) 的 和 , 记 作 一 1z,. 否 则 , 称 级 数 (1) 是 发 散 的 . 

级 数 (1) 收 策 的 充分 必要 条 件 为 项 的 实 部 和 此 部 组 成 的 级 数 
之 Rez。 和 > Imz 收敛 ,所 以 由 实数 项 级 数 的 Cauchy 收敛 原 
理 即 得 级 数 (1 ) 的 收效 原理 . 

级 数 (1) 收 敛 的 充分 必要 条 件 是 : Ve > 0,3 正 整数 N, 使 得 
当 ”之 jp 之 1 时 ， 

|z。+i 十 Ze 十 2 十 … … 十 zatp| < £。 

特别 地 , 若 级 数 (1) 收 化 ,在 上 式 中 取 p 一 1, 即 得 收敛 级 数 的 一 般 
项 趋 于 零 ， lim z。 一 0， 
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局 区 ， 

若 级 数 >，|z,| 收敛 , 则 称 级 数 》) sz, 绝对 收敛 ， 显然 绝对 
收敛 的 级 数 一 定 收敛 。 绝 对 收敛 级 数 的 项 任意 重 排 后 级 数 也 绝对 
收敛 , 且 其 和 不 变 。 若 级 数 》) |x| 发 散 ,级 数 2) z, 收敛 , 则 称 


级 数 (1? 条 件 收敛 ， 可 以 证 明 对 于 条 件 收 策 的 级 数 ,考虑 它 的 项 经 
各 种 可 能 重 排 后 的 级 数 , 除 发 获 级 数 外 ， 这 些 级 数 收敛 所 得 的 点 ， 
或 组 成 一 直线 或 组 成 复 平面 . 


1.2 函数 项 级 数 与 Weierstrass 定理 


下 面 讨 论 函 数 项 级 数 的 一 致 收敛 竹 、 一 致 收敛 原理 及 和 未 数 
的 连续 、 可 积 、 可 导 等 性 质 . 

设 集合 ECC 上 给 定 函 数 序列 f,(z)(n 一 1,2,.…'), 若 对 于 
E 上 每 一 点 z, 级 数 


AACE IACI 十 六 (sz) 十 十 jz] 十 (2) 
收敛 , 则 称 级 数 (2) 在 下 上 收敛 ,其 和 函数 记 为 1(2): 
jz) — D412), ze 


我 们 称 级 数 (2) 在 E 上 一 致 收敛 到 f(x), 如 果 Ye > 0， 引 正 
整数 N ,使 得 当 * 宇 N 时 ,不 等 式 
(fo 一 (si 一 


在 E 上 成 立 ,其 中 SCa) 一 3 f(s). 
k=1 


”所 以 级 数 (2) 在 上 一 致 收敛 于 和 允 数 f(x) ， 等 价 于 函数 序 
列 {8,(z)} 在 E 上 一 致 趋 于 极限 函数 f(z). 
，。 ”级 数 (2) 在 巨 上 一 致 收敛 等 价 于 f,(z) 的 实 部 和 虚 部 组 成 的 级 
数 在 E 上 一 致 收敛 ， 所 以 有 一 致 收敛 原理 : 
级 数 (2) 在 巨 上 一 致 收敛 的 充分 必要 条 件 是 ， Ye > 0,3 正 整 
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数 N ,使 得 当 rn N ,对 任意 正 整数 2 宇 1, 有 

|fo+1 Cz) 十 faraCz) 十 十 ftp Cs) | < 6 

在 E 上 成 六 ， | 
Weierstrass MM- 判别 法 ” 若 函 数 序 列 {f,(x)} 在 E 上 定 


义 , 且 | CD < Mn 一 1,2，…), 正 项 级 数 > M, 二 十 o0. 则 - 
级 数 上 f,《z) 在 E 上 一 致 收 化 ， 


证 明 Ve > 0, 由 纺 M, 收 化 ,3N, 当 4 之 N, pp 之 1 时 ， 
， 


Mt 十 M ,tz 二 二 MB 
再 由 定理 条 件 得 
[fonCs) 十 je) + +» 十 fro Cz)| < M+ 
二 Moti Me 
在 E 上 成 立 ,根据 一 致 收 伍 原 理 ， 知 级 数 (2) 在 巨 上 一 致 收 剑 。 证 
毕 。 
定理 1 若 f(z)n 一 1,2,"… ) 在 集合 EE 上 连续 ,级 数 (2) 在 
E 上 一 致 收敛 到 f(z), 则 f(z) 在 E 上 连续 ， 
证 明 Yxoe EE, 因 之 f(s) 在 互 上 一 致 收敛 到 f(z) ,所 以 对 
Ve >>0,3N，, 使 得 当 # 之 N 时 ， | 
li(2) 一 9.(z)| < 8/4, Vz€E, 


又 由 于 Sy(2) 一 避 有 (2) 在 点 “连续 ， 325>0,， 使 得 当 x€ 
V(z6;5) NE 时 ， 加 | 
1Sw(z) 一 Sw(Cz)1 < s12。 

于 是 当 >6 F(zo360) 门 时 ， 
1141， 


[fa — f(z)| < |s) 一 SnwCs) | 十 |Sn (2) 一 SnCze) | 
二 |SwCz) — f(z0)| 
< 8s/4 十 8s/2 十 s14 一 8。 | 
这 表明 f(x) 在 点 x, 连续 。 由 于 zx 的 任意 性 ,所 以 f(x) 在 E 上 连 
续 。 证 毕 。 
定理 2 若 je)(n 一 1,2，……) 在 可 求 长 曲线 7 上 连续 ， 级 
数 (2) 在 > 上 一 致 收敛 到 函数 (x) , 则 


| ou = D | fds, 


n=1 


上 式 表 明 级 数 可 以 沿 7 逐 项 积分 . 
证 明 ”由 定理 1 知 f(z) 在 r+ 上 连续 .因为 级 数 全， f(z) 在 

7Y 上 一 致 收敛 到 f(x) ,所 以 Ve 0，3aN， 使 得 当 之 N 时 ， 
|Z AD 一 Fa 


在 7 上 成 立 , 其 中 工 是 7 的 长 度 , 
于 是 当 w 之 NN 时 ， 


[2 ,ha — [fas 


<elL, 


<。, 


一 外 a -re 
,rer =— Df, ar 
证 申 。 


上 面 两 个 定理 的 叙述 与 证 明 与 数学 分 析 中 相应 定理 的 叙述 和 
证 明 完 人 一样， 而 逐 项 可 微 定 理 与 数学 分 析 中 的 相应 定理 大 不 相 
岗 , 本 质 上 类 似 于 数学 分 析 中 逢 级 数 的 逐 项 可 微 定理 ， 
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定义 1 设 所 (D(H 汪 1,，2,，…) 在 区 域 D 内 定义 ， 若 
5 f(z) 在 D 内 的 任 一 紧 集 天 上 一 致 收效 ， 则 称 级 数 (2) 在 也 内 


内 闭 一 致 收敛 或 在 D 内 局 部 一 致 收敛 。 

显然 ,级 数 (2) 在 DD 内 内 闭 一 致 收敛 , 则 级 数 在 D 内 每 一 点 (点 
集 为 紧 集 ) 收 化 ,但 得 不 出 在 D 内 一 致 收 化 。 反 之 级 数 (2) 在 DD 内 
一 致 收敛 必定 在 内 内 闭 一 致 收敛 。 如 果 D 是 圆 域 1z 一 4| 一 
R， 则 级 数 在 D 内 内 闭 一 致 收 伍 等 价 于 对 任意 的 7(0 二 7r 二 R)， 
级 数 在 圆 x 一 *| 和 ”上 一 致 收敛. 

定理 3 (Weierstrass) 若 (1) 函数 序列 fj,(s)(n 一 1, 2 


. .) 在 区 域 D 内 解析 ;(2) 级 数 3 f.() 在 D 内 内 闭 一 致 收 化 到 


隐 数 f()， 则 (1) 函数 fa) 在 DD 内 解析 ; (2) 级 数 Ye( 加 
在 DD 内 内 闭 一 致 收敛 到 f(z) ,ke N。 
证 明 (1) 由 级 数  f.(s) 在 D 内 收 僵 ， 所 以 和 函数 f(z) 


在 DD 内 定义 .Vz,€ D， 由 定理 1 知 1(2) 在 闭 邻 域 Vlzo; 5)CD 
上 连续 , 特别 在 z。 点 连续 。 由 z。 的 任意 性 、 即 得 f(x) 在 刀 内 连 
续 . 

设 7 为 刀 内 任 一 可 求 长 简单 闵 曲线 , 且 其 所 围 区 域 属于 忆 . 由 
级 数 在 7 上 一致 收敛 与 定理 2 得 


| rou = Did, 
再 由 Cauchy 定理 和 上 式 得 出 | /ad 一 0。 最 后 根据 Morers 


定理 知 (C3) 在 了 内 解析 。 
(2) 设 vzoeD, 圆 周 C:|z 一 sol 一 + 及 其 内 部 属于 D。 当 


+€V (zs 工 )， iE CH 时 


sil3. 


名 +i 
<(2) ， 
Ve > 0, 由 级 数 》) 1,(2) 在 C 上 一 致 收敛 到 f(5),3N,， 当 w 之 
N,vteE C，, 有 


Da] < 襄 (2 


Ke 


2 
也 就 有 
"fC) {C0) < 
fat (一 5 klr 


于 是 当 z EV (as 二 ) 时 ,由 Cauchy 公式 得 


| 和 pa 一 ma 


It[ £0) _ 相 FOOD 4 
fe ?ri | em 站 区 区 "| 
MU( lS (2) {2) 

< Be ll < 


上 式 表明 妨 f0( 在 V (m5 工 ) 内 一 致 收 俩 到 FA， 
若 天 已 万 为 一 紧 集 ,考虑 开 柳 盖 
,0Oe， 声 r。， 
Ulr (= 2): Vz; 3,) cD}. 


由 有 限 覆 盖 定 理 , 存 在 有 限 个 邻 域 


6 6. : 6 
v (ns; 2 ), ves 盖 )， “9 v (zs 时 ) 


覆盖 ,在 每 个 邻 域 上 级 数 六 Ke(z) 一 致 收 伊 到 je(a) ， 所 以 
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级 数 2 f(z) 在 K 上 一 致 收敛 到 fb(z) , 即 得 定理 结论 (2)。 证 


毕 。 

定 玛 . 3 称 为 Weierstrass 第 一 定理 ,下 面 的 定理 称 为 Weier- 
strass 第 二 定 再. 

定理 4 设 刀 为 有 界 区 域 ， 其 边界 为 9D。 若 f(z) (= 一 1， 


…) 在 DD 内 解析 ， 在 D 上 连续 ， 且 级 数 > (z) 在 3D 上 一 至 


收敛 , 则 六 f(z) 在 DD 上 一 致 收敛 . 
证 明 Vs >>0,3N，, 使 得 当 n 宇 N,p 之 1 时 ， 
[fenC2) 十 ja + Tf)| 一 


在 9D 上 成 立 。 由 最 大 模 原 理 , 上 述 不 等 式 在 万 上 上 成立, 再 由 级 
数 的 一 致 收敛 原理 知 结论 成 立 。 证 毕 。 


1.3 级 数 a 的 收 全 性 


利用 .上 面 的 结果 ,我 们 研究 函数 项 级 数 


收敛 与 一 致 收敛 范围 
定理 设 级 数 >) 了 在 点 z 一 x 十 iy 收敛 , 则 


《1) 它 在 半 平 面 Rez > x 内 收敛 ; 

(2) 它 在 以 xz。 为 顶点 ， 以 水 平 射 线 [zo,00) 为 角 平 分 线 且 张 
角 29 二 x 的 闭 角 域 4 上 一 致 收敛 (图 5-1). 

证 明 ”级 数 的 每 一 项 为 指数 函数 ， 在 C 上 解析 。 下 面 证 明 级 
数 收敛 与 一 致 收敛 性 ,证 明 的 关键 是 估计 片断 
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ee 


dstt G+ tatp 


i 
为 此 令 


n+F 


Os 一 0， One+p 一 


之， [ 城 ” 
由 级 数 > -2 的 收敛 性 , Ye > 0， 


3N , 当 之 Nivbp 之 1 时 ,有 
joy| 一 8。 (3) 


a Pt 人 _G4 . 1 m= >， Or Of OR- 
4241 ks nti ko Re cm+ Re 


n+p *+p—l 


上 ,2 me 


Ostp 
+ tT py (9 
为 了 估计 
1 
EE" K+ DT 
我 们 固定 x, Rez 一 * > z%, 把 上 式 看 成 冤 函 数 在 两 点 值 之 差 ， 注 
意 到 篆 顶 数 在 单 连通 域 C\( 一 c2，0] 上 总 可 取出 单 值 分 支 ( 取 主 


值 ), 再 由 顺水 数 的 导数 公式 ,我 们 有 
| 1 1 _ tr dr 
| 
tt! _ ds 
< lz zol | 1 #0tl 


“1L6。 


-上 = 本] 
xz 一 和 二 1 
于 是 由 (3),(4) 和 上 式 得 
a < 1 8 
YX 一 20 (Ce 十 1 十 yt (n 十 DD 


= 人 和 
<s( 上 二 中 十 直 


2 一 Xo 


由 此 可 见 , 当 Rez > 内 时 ,级 数 Se 当 ze 4 时 ， 
jz 一 zl 二 


和 一 Mo cosO, 


<+%, 
故 级 数 3 各 在 闭 角 域 4 上 一 致 收敛 。 证 毕 。 


定理 5 任 一 形 如 》) 癌 的 函数 级 数 都 有 一 收敛 直线 Rez 一 


“， 满 足 : 

《1) 级 数 在 直线 的 右 半 平面 内 收敛 ， 在 直线 的 左 半 平 面 内 发 
散 ; 

(2) 车 在 直线 上 一 点 s 收 丝 , 则 在 闭 角 域 4( 见 上 一 定 再) 上 
级 数 一 致 收敛 ; 

(3) 级 数 在 收敛 直线 的 右 半 平 面 内 内 闭 一 致 收敛 。 

证 明 〈1) 若 级 数 处 处 发 散 , 则 收敛 直线 为 Rez 一 二 oo; 若 
级 数 处 处 居 敛 , 则 收敛 直 线 为 Rez 一 一 22; 若 3zie C 使 级 数 收 
级 ，3z1€ ( 使 级 数 发 散 , 如 果 Rez, 一 Rezi, 取 “一 人 Rex; 如 果 
Rezl 关 Re2 无 妨 设 x1,zi 为 实数 , 则 由 定理 5 知 2 < z1, 且 级 数 
在 直线 Rez 二 x 的 右 半 平面 内 收敛 , 在 直线 Rez 一 zi 的 左 半 平 
面 内 发 散 , 上 为 为 如 果 其 上 有 一 点 收敛, 根据 定理 5 级 数 就 要 在 si 收 
化 ,这 与 假设 矛盾 。， 然 后 将 区 间 [zi,z1] 二 等 分 ,分 点 记 为 cu 若 
级 数 在 小 收 俩 , 则 记 妈 一 eu， 44 一 2 否则 记 oa 一 co1b1 一 21, 依 
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此 下 去 可 得 一 区 间 套 [op,](” 一 1,2，*……), 级 数 在 o, 发 散 ， 在 
. 收敛， 由 区 间 套 定理 存在 实数 “满足 lima, 一 。 一 lim b。, 显 
然 直线 Rez 一 < 即 符合 定理 的 要 求 。 

(2) 即 为 定理 5 中 的 (2). 

(3) 在 收敛 半 平 面 上 给 定 紧 集 天, 由 于 到 与 收敛 直线 Rez==c 
的 距离 大 于 零 ,所 以 总 可 求 得 点 zo(Rez。 > <) 及 角 4, 使 得 闭 角 
域 4 于 K， 由 定理 5 级 数 在 4 上 ， 因 此 在 K 上 一 致 收敛 、 证 毕 、 


例如 级 数 十, 当 z 一 1 时 发 散 ，z 二 x > 1 时 收敛 , 所 以 
收 化 直线 为 Rez 一 1， 由 定理 6, 级 数 在 半 平 面 Rez > 1 内 内 闭 
一 致 收敛 , 故 和 函数 (9 一 部 士 在 半 平 面 Re > 1 内 解析 。 


函数 上 (z) 称 为 Riemann zeta 函数 ， 它 在 解析 数论 中 有 重要 
应 用 .函数 “(z) 可 以 解析 开拓 到 C\{1}, 开拓 后 的 函数 在 
z 一 一 2m(m 一 1;2,.…) 有 明显 零点 ，Riemann 猜测 其 余 所 有 


零点 都 分 布 在 直线 Rez 一 六 上 ,这 就 是 数学 史上 著名 的 Riemann 


猜测 ,这 一 猜 测 至 今 仍 未 得 到 证 明 ， 


$2 震级 数 与 Taylor 展 式 


2.1 器 级 数 
这 节 研 究 一 类 重要 的 函数 项 级 数 , 即 形 如 
2) cu(z' 一 2 一 cq 十 cz 一 0) 


十 十 cz 一 0 十 …。 
的 级 数 ,通常 称 为 宕 级 数 ,其 中 c, 是 复数 ， 称 为 寡 级 数 的 系数 ，。 
也 是 复 常数 ， 借 助 * 一 * 一 的 变换 ,使 我 们 可 以 讨论 形式 更 简 
单 的 害 级 数 
， 118， 


~ 


wi 


Des" 一 60 十 Cz 十 十 ca? 十。 (5) 


n=0 


定理 7 (Abel 第 一 定理 ) 若 窒 级 数 (5) 在 点 zx< 0 处 收敛 ， 
则 (C5) 在 辐 1z| < |z。| 内 绝对 收敛 ,并 且 在 任意 闭 贺 |z| < klzol 
(0 < << 上 一 致 收敛 。 


证 明 因 级 数 局 cs 收敛 ,所 以 一 般 项 趋 于 零 ,于 是 存在 各 
数 MM ,使 号 对 一 切 4 都 有 1cuzg| < M， 则 当 1z| 一 1a| 时 ， 


|< 


,级 数 于 | 三 | 


n=0 


| | 一 


ja] 内 入 对 收 此 
又 若 |z| 和 ww01(0 之 半 过 了, 则 
[cszs| < Mk*, 


而 2 双 收敛 ,由 M -判别 法 知 级 数 (5) 在 jz| 和 zol 上 一 致 收 


推论 | 任 一 短 级 数 (5) 都 有 一 个 收敛 半径 R 和 一 个 收 合 图 
lz1 < R, 在 收 和 伍 贺 内 级 数 (5) 绝 对 收 伍 和 内 闭 一 致 收 合 ， 在 收 伍 
圆 外 级 数 (5) 发 散 ， 

证 明 着 级 数 (5) 处 处 收 钙 , 则 取 R 一 十 co; 若 级 数 (5) 处 处 
发 散 , 则 取 R 一 0; 若 有 一 点 z, 兰 0 使 级 数 (5) 收 伍 , 和 一 点 zi 使 
其 发 散 , 如 果 |zi| 一 12 , 则 取 一 | zj; 如 果 |zi| 关 |zi|, 无 
妨 设 x,，z1 为 正 实数 ， 则 由 定理 7 知 zx, < 2 ， 且 级 数 (5) 在 圆 
1z| < 2 内 收 伍 , 在 |x| > 上 发 散 ， 因 为 如 果 在 其 上 有 一 点 收 
化， 根据 定理 7 得 级 数 在 z: 收敛 ， 这 与 假设 矛盾 ， 然 后 将 区 间 
[zsl] 二 第 分 ,分 点 记 为 cj) 若 级 数 在 c: 收 伍 , 记 a 一 ct， 六 一 


5 否则 记忆 一 ce 一 #4， 依 此 下 去 可 得 一 区 间 套 [0,,b,](n 一 


。li9. 


一 2 ,级 数 在 Zn 收敛 ,在 b, 发 散 ， 由 区 间 套 定理 ， 存在 实 
数 有 满足 lim o 一 R 一 im b.。 这 个 及 即 符合 推论 的 要 求 。 证 
毕 ， | | 
推论 2 震级 数 (5) 的 收敛 半径 为 
R=1/L, 
其 中 
L -lmVle,l. 
证 明 考虑 实 短 级 数 >) 1c。1"， 数 学 分 析 中 已 证 明 实 窄 级 
数 有 收敛 半径 Ri 一 1/ 工 ,L 一 Em Vtesl， 所 以 只 要 证 明 级 数 
允 1e.lx" 与 如 ca* 有 相同 的 收 全 半径 ， 


当 0 < ， < Ri 时 ,级 数 如 el" 收 伍 , 也 就 有 err 收 
钙 , 所 以 7 志 R, 令 ,> R,. 即 得 R < R。 反之 , 当 0 一 r <R 
时 ,由 推论 ! 知 级 数 | eolr* 收 策 , 所 以 < R 令 -> R, 妈 
得 R< R。 放 R 一 R。 证 闪 。 

推论 3 守 级 数 > cs(z 一 0" 的 和 函数 f(z) 在 收敛 因 
lz 一 中 <R EL 且 

1 = Ds Ot (ls— ol < 8) (6) 


Cy 


fa) 0 ，#€N, (7) 


证 明 由 推论 1 科 守 级 数 在 收 人 加 内 册 亲 一 到 收 人 ， 再 由 定 . 
理 3 知 和 函数 f(x) 在 |* 一 "| < R 内 解析 且 可 逐 项 求 各 阶 导 
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数 ,所 以 (6) 式 成 立 ，(6) 中 令 2 = 0 部 得 (7) 式 ， 证 毕 。 
在 加 |z 一 a| < R 上 给 定 解析 函数 f(x) , 我 们 称 由 (7) 式 


确定 的 c 为 f(z) 的 Taylor 系数 ,级 数 3) cs(z 一 o)* 为 函 


数 f(z) 的 Taylor 级 数 。 推 论 3 说 明和 宕 级 数 一 定 是 其 和 函数 
的 Taylor 级 数 ， 


若 寡 级 数 2 cz 一 49)" 在 收敛 圆周 jz 一 4| 一 R 上 一 点 


zo 收敛 到 ，, 那 么 和 消 数 f(x) 与 ;有 何 关系 呢 ? 不 失 一 般 性 , 无 . 
妨 设 a = 9, 收敛 半径 R 一 1， 级 数 在 x 一 工 收敛， 否则 作 “ 一 


二 二 变换 , 即 可 化 为 所 述 情形 。 下 面 的 定理 回答 了 上 面 所 提 出 


的 问题 . 
定理 3 (Abel 第 二 定理 ) 若 寡 级 数 


f(z2) 一 > cozr 
#=0 


的 收敛 半生 R 一 1, 旦 在 点 z 一 1 收敛 到 s。 则 
(1) 级 数 在 以 z 二 1 为 
顶点 ， 以 [4,1] 为 角 平 分 线 ， 
开 度 为 26 < x 的 四 边 形 角 
域 4 (图 5-2) 上 一 致 收敛 ; 
(2) Bm f(z) 一 5。 


证明 设 4 是 图 5-2 所 
示 的 四 边 形 角 域 ， 要 证 级 数 
在 4 上 一 致 收 化 ， 只 要 说 明 
级 数 的 片断 

lesnz”t! 十 coat22”t? 
十 --…… 十 co+pzs+2| 


在 4 上 可 任意 小 。 为 此 令 


图 5-2 
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Ed 
0 = 01 Ostp ™— 了) Che 


是 一 有 十] 


Ye > 0， 由 级 数 六 6 的 收 伊 性 ,3N, 当 # 之 N,vp 全 1 时 ,有 


lostsl = s。 (8) 
又 有 
n+p #+? 
Dy ct 一 2) 《ck 一 or-1)2t 
R=ntl =n+1 
n+?f n+p—1l 
一 2 opt— 2 ott! 
R=n+1 k= 
必定 多 一 
w= 2) or(z*C— zk+l) + a 十 8 和 8 二 
=n+1 
#4+P 
一 z*+1(1 z) >) Orzt—*! 十 aaa 
=n+!1 
由 (8) 式 与 上 式 得 


n+? 


2 ce Ell 一 zl(1l 十 |z| 十 lzl 十 '…)+e 
=nt+!l 
-二 车 + (9) 


1 一 |z| 


余下 只 要 说 明 ze 4,z < 1 时 , 止 二 -中 有 界 .为 此 设 p==|1--z|， 


1— |z| 
r= |z|, r=1 二 p: 一 2pcos9(0 过 9 过 0), 所 以 
1—z|_ 2 ?Ul+r) 


1— |z| 1—r 1 一 六 


二 2p 一 2 


2ocosb 一 27? 2cosb 一 六 

当 xs€ A 时 ，p 委 cos9, 于 是 
1— 2z| 2 2 
1— |z| cosO cosO,” 
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这 样 由 (9) 式 , 当 # 守 NN, Yp 之 1， 


nat? ' 
,和 2 cr] < [= 一 | 

在 4 上 成 立 ,表明 级 数 在 4 上 一 致 收 化 ， 结 论 (1) 得 证 。 根 据 定理 
1 级 数 的 和 函数 在 4 上 连续 ,因此 (2) 成 立 。 证 毕 ， 


例 1 求 级 数 > 所 的 和 。 


解 由 工 一 三 V1c 下 :| 一 1, 所 以 收 化 半径 


记 |z| < 1 内 的 和 为 (2 一 忆 开 ,应 用 推论 3 得 


fDi dsl<1). 
因 1(0) 一 0, 所 以 当 jz| < 1 时 ， 
一 全 一 人 -此 
1® ~ FD — 
一 —lbg(l— Dl = —lg(l—2z). 
上 式 第 三 个 等 式 是 由 于 函数 1 一 “在 15| < 1 内 不 为 霍 ， 由 上 一 
章 定理 11，Log(1 一 5) 可 取出 单 什 分 支 ,就 取 一 0 时 , 函数 什 
为 零 的 那个 分 支 , 记 作 log (1 一 5)。 又 函数 一 log (1 一 <) 的 导数 


为 二 圭一, 和 上 一 章 定理 10 的 公式 (15), 知 第 三 个 等 式 成 立 。 这 


¢ 
样 我 们 得 到 
一 log (1 一 zx) 一 位 和 (lz| < 1)。 
根据 所 取 分 支 有 


x 
一 一 二 arg(l1 一 2?) 二 一 。 
7 g( ) 2 
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对 于 收敛 圆周 上 点 2 一 ew(0 < 6 一 2f) ,级 数 
四 ® 6 加 » 0 
收敛 。 由 定理 8 得 


ii sl ~- -log(1 一 eg(0 一 0 一 2x)，(10] 
n 


但 二 让 w=1 


从 图 5-3 看 出 
1 一 ei — 2 sin (的 
2 
所 以 


log (1 — ei9) = log (2 sin 9) 1i (人 


把 上 式 代 入 (10) 式 ,并 对 等 式 取 实 部 和 虚 部 得 


£0820 一 一 log (2sn 5), 


强 一 】 


> (0 < 0 227). 


m=1 


这 里 我 们 用 复 分 析 的 方法 求 出 了 两 个 实 函 数 的 Fourier 展 式 。 


2.2 解析 函数 的 Taylor 展 式 
上 面 我 们 证 明了 一个 收敛 半 径 为 正 的 壬 级 数 ， 其 和 函数 在 收 


C 
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敛 圆 内 是 解析 的 ,下 面 证 级 其 逆 亦 真 。 
定理 9 若 孙 数 f(x) 在 圆 C:|x 一 al < R 内 解析 , 则 f(z) 


在 5 内 可 以 展 为 寄 级 数 
1 = Dols 0 — LO. cn 
#=0 .1 


这 个 宕 级 数 称 为 f(x) 在 z 二 a 点 的 Taylor 级 数 ， 
证 明 设 : 是 圆 C 内 任意 一 点 , 作 圆周 7;15 一 so 一 r+ < RR， 
使 * 位 于 7 的 内 部 (图 5-4)。 由 Cauchy 公式 得 


1 =| LO 
. 27i J), Fo—% 


为 了 得 到 f(z) 的 等 级 数 展 式 ,关键 在 于 将 Cauchy 积分 核 二 一 
展 为 < 的 筠 级 狼 ， 当 te7 时 ,| 工 二 “| < 1， 于 是 有 
1 _ = 1 , 1 
Ez (C—O) Co |_ se 
Ca 


bls 


0 
EY 是 一 致 收敛 的 。 由 定理 2 得 
f(z) 一 二 | f(2) de 


2X 5 一 % 
LD uc cy 
220 27i ja a) "+ di (z — a)", 
即 得 
fa 一半 cz 一 9 
其 中 


1) fo) 
枚 pr (一 orti | nl “ 
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又 由 于 z 是 C 内 任意 一 点 ， 所 以 (117 式 在 圆 | 一 ol < RF 成 
X。， 证 毕 ， 
容易 说 明 f(z) 在 贺 1 一 o|<R 内 的 瞪 级 数 展 式 是 叭 一 


的 。 事实 上 设 f(x) 还 有 男 一 窒 级 数 展 式 > cz 一 o)*, 由 控 论 


3 得 c, 一 了 (a)/n1 一 cs, 故 展 式 唯 一 。 

如 果 我 们 定义 f() 在 z 一 。 点 全 纯 , 意 指 f(z) 在 e 点 其 一 
邻 域内 处 处 可 导 。f(z) 在 z 一 “点 解析 ,定义 为 12) 在 a 点 潜 一 
邻 域内 可 展 为 寡 级 数 。 则 由 上 面 的 讨论 可 知 函 数 在 -一 点 全 纯 与 解 
析 是 等 价 的 。 

有 了 定理 9%, 求解 析 函 数 的 短 级 数 展 式 变 成 非常 容易 之 囊 。 

例 2 求 Hz) 一 在 C 上 的 Taylor 展 式 。 

解 因 f(x) 在 C 上 解析 , f(z) 一 er:(n 一 0,1,2,-……)， 
cs 一 了 C0)/n! 一 1/a1, 所 以 


(2n)! 


-5 z€C, 
顺便 得 出 
cosz 一 一 (ets 十 er-i) 一 > 4 一切" 2*, ZzE€EC, 


人 —is ( DD)" 25 十 了 
sin = 一 一 = LL C 
» pr 1 Ke eis) > 1 27 Cnt D1” ， 2zEC， 


例 3 求 f(z) 一 log (1 十 x) 在 1z| 二 1 内 的 Taylor 展 式 . 
解 log (1 十 xz) 表示 Log(1 十 z) 当 z 一 0 时 取 值 为 给 
那个 单 值 分 支 。 上 面 已 求 出 
bg (一) 一 卫生 Iz| < 1， 


所 以 
log (1+2) (=, jz| 一 1， 
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例 4 求 f(z) = (1 十 xz) (ceC) 在 |z| 二 1 内 的 Taylor 
展 式 。 

解 (1 十 z)* 在 1z| 一 1 内 可 取出 单 值 分 支 ， 这 里 我 们 取 
z 二 0 时, 1(0) = 1 的 那个 单 值 分 支 。 由 
fC8) 一 aa 一 1 一 4 十 1)( 十 z)” (z=1,2,..°), 
和 单 值 分 支 的 取 法 可 得 
0) 一 De 一 + 十 DD 一 0 (组 合 数 )。 

nl - 


81 


所 以 


(1 + 2) —1+ Cn， lz| <1, 


nx 二 1 


2.3 零点 的 孤立 性 与 唯一 性 

利用 函数 的 Taylor 展 式 ,我 们 来 讨论 零点 情形 。 设 fC) 在 
这 域 DD 内 解析 , 且 不 恒 为 零 ， 若 xz。 ED 使 Km) 一 0， 则 称 6 是 
f(z) 的 一 个 零点 。 若 

f(z0) = f(z) = = fe 0(zo) = 0 f(g) < 0, 
则 称 zx 是 f(x) 的 mm 级 零点 ,特别 当 % 一 1 时, 称 xz。 是 f(z) 的 简 
单 零点 。 

引 理 设 x) 在 区 域 D 内 解析 ， 则 x,€ 是 函数 加 级 替 
点 的 充 要 条 件 是 存在 邻 域 V(x0;5)CD, 且 在 该 邻 域内 

f(z) = (z 一 z0)"*p(#), 

其 中 p(s) 在 VV(zo;8) 内 解析 , 且 不 为 零 。 

证 明 设 了 (zxor)CDD, 由 函数 的 Taylor 展 式 , 得 


f(z2) 一 -ee 一 20)” 十 Cre 一 xzo)w+l 十 


一 《z 一 0rg(a， 
其 中 
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fezo) fmtd(zo) ss, 
ylz) 一 ml 十 人 + Dl -(z 一 z0) 十 


它 是 一 个 在 了 (zujr) 内 收敛 的 短 级 数 ,所 以 p(s) 在 (zi7) 内 
解析 , 且 w(zo) < 0， 再 由 g(x) 的 连续 性 ,存在 V(z0;6)(5 < 7)， 
使 得 p(x) 在 领域 (xj 6) 内 不 为 零 。 必 要 性 得 证 ， 充 分 性 显 
然 。 证 毕 ， 

若 s 是 f(x) 的 零点 ,存在 空心 邻 域 V*C(zo; 5), 使 f(z) 在 
7*(xo35) 内 不 为 零 , 则 称 零点 z, 是 弧 立 的 。 由 引 理 知 f(x) 的 芒 级 
零点 am 是 孤立 的 。 反 之 ,若是 f(s) 的 孤立 零点 ,由 Taylor 展 
式 

f(z) 一 cs 十 cz 一 sz) 十 cxz 一 2z0)2 十 …. ， zcET7(zor)， 
总 存在 不 为 零 的 Taylor 系数 , 设 不 为 零 的 Taylor 系数 中 指标 最 


小 的 为 cm 一 仁 < 0 (m 1), 则 四 是 世 o) 的 mm 级 零点 ， 


定理 10 ” 若 函 数 f(z) 在 区 域 D 内 解析 , 且 不 但 为 零 , 则 f(z) 
在 D 内 的 零点 是 孤立 的 ， 

证 明 考虑 集合 

G, en 3V(z;6),f(z) 在 Cs 6) 内 恒 为 零 }， 

一 {z ED:; 3V(z;6),f(z) 在 V*(z;6) 内 不 为 零 }。 
kG. G: 为 开 集 ， 一 GI,UG;， 这 是 因为 zED 点 的 所 有 
Taylor 系数 若 此 为 零 ， 则 z&€ Gi， 否则 ze G,。 由 DD 的 连通 性 ， 
Gi,G; 中 必 有 一 为 空 集 ,车 G1 一 $8, 则 D = G6， de 
为 零 相 了 矛盾, 因此 G, 一 $ ,Gi 一 D, 即 f(z) 的 零点 是 孤立 的 。i 
毕 ， 

定理 说 明 区 域 刀 内 不 恒 为 零 的 解析 函数 ， 如 果 在 忆 内 有 无 穷 
多 个 零点 , 则 零点 的 极限 点 一 定 属 于 边 春 8D。 如 函数 :和 一 


在 jz| 二 1 内 解析 ,zi 一 1 一 让 人 一 1,2，.…) 为 函数 的 零点， 
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它 的 极限 点 * 一 1 为 区 域 的 边界 点 。 由 定理 也 可 得 出 下 面 结 论 : 
没 > 是 了 内 简单 闭 曲 线 ， 且 7 所 围 区 域 OCD， 则 函数 在 8 上 只 
能 有 有 限 个 零点 ,不 然 的 话 , 零 点 序列 在 上 就 有 极限 点 zxo, 而 且 
am 也 是 函数 的 零点 ,2 不 是 函数 的 孤立 零点 ,这 与 零点 的 孤立 性 矛 
盾 。， 

由 零点 孤立 性 容易 得 到 下 面 重要 的 唯一 性 定理 。 

定理 11 若 函 数 f(z), 户 (s) 在 区 域 D 内 解析 ， 点 集 ECD 
有 一 个 属于 DD 的 极限 点 s。。 若 f(z) 一 所 (x) 在 集 B 上 成 立 ， 则 
hs) 一 户 (z) 在 DD 内 成 立 , 

证 明 令 Ha) 一 所 (x) 一 乒 (z), (2) 在 D 内 解析 ,函数 f(z) 
在 集合 E_ 上 取 零 值 ， 由 连续 性 得 fx。) 一 0。 若 1(z) 在 D 内 不 恒 
为 零 , 根 据 定理 10，3V(Cz。; 83)， 使 得 f(z) 在 V*(z6; 5) 内 无 堆 
点 , 即 有 

V*(z0; 6)NE 一 
这 与 如 是 互 的 极限 点 定义 矛盾 。 所 以 f(s) 在 D 内 恒 为 零 ， 即 
hs) = fx) 在 D 内 成 立 ， 证 毕 ， 

这 定理 说 明 一 个 区 域 上 的 解析 函数 ， 若 能 解析 开拓 到 更 大 区 
域 上 的 解析 函数 , 则 开拓 一 定 唯一 、。 事 实 上 ,如 果 解 析 开 拓 到 更 大 
的 区 域 上 得 出 两 个 解析 函数 ， 则 由 于 这 两 个 解析 函数 在 原 区 域 上 
相等 ,由 唯一 性 定理 在 大 区 域 上 应 恒 等 ， 


$3 Laurent 级 数 与 Laurent 展 式 
3.1 Laurent 级 数 
我 们 称 级 数 


3) els — a) (12) 


= 


为 Laurent 级 数 ,其 中 c, 是 复 常数 , 称 为 (12) 的 系数 ,4 也 是 复 
肖 数 ， 当 c-， 一 0x > 1) 时 ，(12? 即 为 得 级 数 . 
w 129， 


我 们 称 级 数 (12) 在 x 一 za 收敛 ,如 果 级 数 
ye “Cz 一 9) (13) 


n=0 


三 一 CD (14) 


在 %。 点 收 策 , 只 要 有 一 个 级 数 发 散 ， 就 称 级 数 (12) 在 x 点 发 散 ,所 
也 求 级 数 (12) 的 收 俩 域 ， 只 要 求 级 数 (13) 和 (14) 收 敛 域 的 公共 部 
分 即 成 ， 级 数 (13) 为 手 级 数 , 设 其 收敛 半径 为 R, 则 级 数 (13) 在 
1z| < 刃 内 绝对 收敛 , 且 内 闭 一 致 收敛 . 


对 级 数 (14) ,我 们 作 变 换 《 一 一 二 一 ， 则 级 数 变 为 宕 级 数 


Dy co (15) 


n=l1 
设 其 收 敏 半径 为 2, 若 2>0(4 一 0 时 , 级 数 (14) 处 处 发 散 )， 则 
级 数 (15) 在 1| < 2 内 绝对 收敛 和 内 闭 一 致 收敛 。 回 到 原 变量 


z, 得 级 数 (14) 在 |z 一 a| > 一 + 内 绝对 收敛 和 内 闭 一 致 收 全 


《例如 在 包含 co 的 闭 域 |z 一 a| 宇 ? 十 1 上 一 致 收敛)。 

所 以 ,对 于 级 数 (12), 只 有 以 下 两 种 情况 : 

(1) + 之 R， 这 时 级 数 要 入 处 处 发 散 (+r >> R), 要 么 除 
lzi = R(r 一 R) 外 处 处 发 散 , 总 之 在 C 上 不 存在 级 数 (12) 的 收 
人 钱 域 ; 

(2) 7 二 RR， 这 时 级 数 (12) 在 圆 环 + 二 |z 一 a| 二 内 绝 
对 收敛 和 内 闭 一 致 收敛。 该 回环 称 为 级 数 (12) 的 收敛 圆 环 ， 这 里 
7 可 以 为 零 , R 可 以 为 十 oo。 级 数 (12) 的 和 函数 f(z) 在 圆 环 内 解 
析 ， 令 

gp(z) — DY ez— aa), bs) 一 > cls — 0a), 


为 二 0 nml 


。 130。 


那 末 函数 w(s) 在 圆 jz 一 a| 二 R 内 解析 ,pCz) 在 圆 环 |z 一 al > 
r 内 解析 ( 指 在 十 co>1z 一 el > 内 解析 , 且 
”imy(z) 一 图 co) 
存在 ) 和 在 > 一 jiz 一 al 一 尺 内 
f(z) — (2) 十 p(s), 
综 上 所 述 ,我 们 有 下 面 定理 。 
定理 12 Laurent 级 数 


中 


>， cz 一 GD 


若 有 收敛 域 , 则 其 收敛 域 为 圆 环 D:r < 1x 一 a| < R。 级 数 在 了 
内 绝对 收敛 和 内 闭 一 致 收 剑 ,和 函数 f(x) 在 DD 内 解析 ， 且 可 分 解 


成 
f(z) = p(s) + J (2), 


p(s) 在 加 |z 一 a| 一 R 内 解析 ， 2(z) 在 lz 一 中 >7r 内 解 
析 ， 


3.2 Laurent 展 式 


下 面 定理 是 上 一 定理 的 逆 定 理 ， 
定理 13 若水 数 f(z) 在 圆 环 Dir<1z 一 al 一 R(I 去 
r 过 Rg 十 ) 内 解析 , 则 


~ 


(一 >， clz — a)’, (16) 


其 中 


= 人 
的 2xi | (Ct— a)"t! di (r<po<= R) (17) 


并 且 展 式 (16) 是 唯一 的 ， 我们 称 它 为 f(z) 在 DD 内 的 Laurent 展 
式 。 

证 明 ”首先 我 们 说 阴 (17) 式 中 的 积分 与 的 选取 无 关 。 事实 
上 ,车 rf 过 pi 二 ps 二 ,由 于 函数 f(x)/(z 一 o)*4 在 万 内 解析 ， 
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根据 第 四 章 定 理 3 可 得 
| ds | 一 fa ds, (18) 


Is—aiwmp, 《2z 一 a)"+t! 


la-ejimps (2 一 a)”+! 


即 可 看 出 (17) 式 中 积分 与 ?无 
关 ， 
要 证 (16) 式 在 D 内 成 立 ， 只 
要 证 它 在 DD 内 任意 一 点 * 成 立 。 设 
圆周 Yi: | 一 4 一 ol 和 2 一 4 
一 pr(ol<po)， 使 得 # 在 圆 环 
pi 二 1z 一 ol 二 pi 内 (图 5-6)。 由 
第 四 章 定理 5 得 
1 加 一 二 | a | a. (19) 


27i Jr 一 3 2x1 Jr, Ee—% 


CC—a 


必 一 G 


当 《e 时, 因为 


加 


且 级 数 关于 《在 7 上 一 致 收 化， 
同 理 当 te 时 ,因为 | 三 一? 


《 一 


= lel 1, 所 以 
p2 


1 C21) 
Ct—z 加 2 一 4 A a “ 
G 一 ol 二 


一 如 


且 级 数 关于 “在 力 上 一 致 收敛 。 
将 (20),C21) 代 入 (19), 根 据 定理 2 得 到 


fa DL | — 5) gr .zs— oy 


a=0 27X1 + 74 (Ct 一 a)*t! 
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HAD) go 
+ 史 吉 27xi | (tC— em de (z 2 ， 


再 由 (18) 臣 ,就 有 
= De ey) 
其 中 心 由 (17) 式 给 由 
现在 证 唯一 性 ， 设 f(z) 在 D 内 还 展 为 男 一 Laurent 级 数 
iD) = Delsey Cr<1s— ol<R). (22) 


由 定理 12 EN lz 一 al 一 plr 二 pp 二 R)〉 上 一 致 收 
化 到 f(D ,用 0 一 汪 5 - 乘 (22) 式 的 两 端 ， 所 得 级 数 仍 在 lz 一 ol 
f(z) 总 Nn-m! 
四 《zx 一 a)"™t! dz 之 和 | Cz 1 dz 
一 2Aic’, 


这 是 因为 由 Cauchy 定理 
2%1l, =, 


| ea 2 ”dz 下 # 天 114。 
(rn 过 mw 时 ,可 用 无 界 域 上 Cauchy 定理 , 也 可 用 Cauchy 公式 )， 
于 是 即 得 
。 一 | f(z) 
” 2xi)- (z 一 a)"t! 


ls—ailmp 


Ei 
dz 一 Cn 


(mm 一 0, 士 1, 士 2，……). 
证 毕 ， 
与 睡 级 数 一 样 ,任意 一 个 Laurent 级 数 总 是 它 的 和 函数 在 收 
化 圆 环 内 的 Laurent 展 式 。 
例 5 求 函 数 
2 一 223 十 9 
(2) 一 (z— 2)(zx?+ 1) 
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-在 (1 1<|z| 一 2; (2) 2 二 |z| 过 十 oo 内 的 Laurent 展 式 ， 
解 注意 


C2 2 一 2 
当 1< 一 |z| 一 2 时 ， . 
1 2 1 


fa 一 一 二 一 一 一 和 一 一 
2 1 一 三 2 1 十 二 

2 
1 xz 2 /i 
-一 二) 一己 (二 
即 得 函数 在 1 一 1z| 二 2 内 的 Laurent 展 式 为 : 
f(z) 一 一 于 六 + 
当 2<iz| 一 十 co 时 ， 
fs) 一 


-+ 


即 得 通 数 在 2 二 |z| 过 十 co 内 的 Laurent 展 式 为 : 


多 
= 2 十 2cos 了 了 


fa) 一 2 一 一 一 一 一 . 


n= 1 2 


3.3 孤立 奇 点 

若 函 数 jz) 在 4 点 的 空心 邻 域 V*Ca;R)》 内 解析 , 则 称 。 是 
f(x) 的 一 个 孤立 奇 点 Ca 可 以 为 co ), 这 时 f(z) 在 0<lz 一 el< 
民 内 可 展 为 Laurent 级 数 


fz) 一 DY els — a) ~ ole) + pe), 
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这 里 p(a) 二 末 els 一 a)* 称 为 Fa) 的 解析 部 分 ,zj 一 


立 。.(e 一 。)-" 称 为 fa 的 奇异 部 分 或 主要 部 分 , 它 刻画 fa) 


的 奇 点 性 质 . 

定义 2 设 4 为 f(z) 的 孤立 奇 点 Ca 可 以 为 co )， 

(1) 着 lim f(z) 存在 (有 限 复数 )，、 则 称 4 是 f(z) 的 可 去 奇 
点 ; 

(2) 若 lim f(z) 一 co , 则 称 。 是 f(z) 的 极点 ; 


G3) 着 im f(x) 不 存在 , 则 称 。 是 f(z) 的 本 性 奇 点 . 


定理 14 设 a€E C, f(z) 在 V*(a;R) 内 解析 , 则 下 面 三 个 
命题 等 价 : 

(1) “是 f(x) 的 可 去 奇 点 ; 

(2) f(z) 在 了 *(ei6)(6 < R) 上 有 界 ; |f(2)| < Mi; 

(3) 5(z) 的 Laurent 展 式 的 负 竺 项 系数 皆 为 零 , 或 奇异 部 分 
vw(s) 三 (。 

证 明 (1) 一 >(2) 显然 ， 

〈2) = 全 (3) 取 p<56， 


一 |】 el 
le-,l 车 |， fs)Cz 4) dz 


< LiMo!. ?xp 一 Mp", 
2x 
(n = 1,2.,……)。 令 p 一 十 0, 得 到 Cs ™— 0 (n 一 1,2,.…*), 
(3)= 之 (1) 由 条 件 , 在 V*(e; R) 内 , f(x) = p(s) 十 
由 (2) 一 (2), 而 p(s) 在 1z 一 a| 二 R 内 解析 ,所 以 
tm fCz) 一 lim p(x) 一 p(a) 一 co 证 毕 。 
定理 15 设 a€C,f(z) 在 V*(a; R) 内 解析 , 则 下 列 三 个 命 
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征 等 价 ; 
(1) a。 是 1(z) 的 极点 
2) 109) 一 二 全, 其 中 meN,g(D 在 Vn;3)(3 < 


内 解析 且 不 为 零 ; : 

(3) f(z) 的 Laurent 展 式 中 只 有 有 限 多 负 短 项 的 系数 不 为 
零 ,或 奇异 部 分 4(z) 为 有 理 函 数 ， 

证 明 DD 由 条 件 ,无 妨 设 f(s) 在 V*(a;R》 内 不 


为 霉 , 所 以 前 数 re 在 V*(a;R) 内 解析 , 且 


1 


lim 一 一 一 0 


se f(z) 


根据 定理 14, 6 是 ey 的 可 去 奇 点 , 补充 定义 4 点 值 为 零 后 ， 函 


数 二 i 二 在 VCa;R) 内 解析 ， 设 “是 ;5 的 级 零点 ， , 则 


re ~ (zx— a)"h(z), 
好 
h(xz) 在 邻 域 V(a;5)(6 和 < R) 内 解析 且 不 为 零 , 因 而 
— _£(z) 
f(z) (一 am? 
其 中 g(z) = 1/4h(z) 在 V(a;65) 内 解析 且 不 为 零 。 
(2) 二 >(3) 设 g(z) 有 塞 级 数 展 式 ;: 
g(z) 一 co 十 ci(z 一 a) 十 。 “9 lz 一 “| < R,cs < 0, 
即 得 f(z) 机 Laurent 展 式 为 ;: 
Ci 
f(z2) 一 Gy i + 十 …，0 一 |z 一 al| 一 R. 
网 只 有 有 限 个 负 守 项 系数 不 为 零 。 
(3) 一 >(1) 由 条 件 , 设 c_s 志 0,c-, 一 0Cn 二 人 ) 风 
f(z2) = pz) + J (2), 
其 中 v(x) 在 |z 一 a| < R 内 解析 ， 
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SD Tt z—a’ 
所 以 有 
lim f(2) = lim 9(s) 十 lim os) 一 9o(e) 十 oo = 00, 
证 毕 ， 


由 证 明知 道 , 若 o 是 f(x) 的 极点 , 则 定理 15 中 《27 成立， 这 
时 称 4 是 f(z) 的 mw 级 极点 ， 并 由 证 明 可 知 , 4 是 f(x) 的 w 级 极 
点 的 充 要 条 件 为 “是 1/1(x) 的 w 级 零点 。 

作为 上 面 两 个 定理 的 推论 ,我 们 可 得 下 面 的 定理 . 

定理 16 设 a€EC, f(z) 在 V*Ca;R) 内 解析 , 则 9 是 js) 
的 本 性 奇 扣 的 充 要 条 件 为 : f(x) 的 Laurent 展 式 中 有 无 穷 多 负 
守 项 的 系数 不 为 零 ,或 奇异 部 分 为 一 无 穷 级 数 。 

例如 f(z) 一 ex",z 一 0 是 f(z) 的 本 性 奇 点 ,因为 


lim ez 一 十 oo， Him ev 一 0。 


33 十 0 Zs*+—0 


故 极限 lin ev* 不 存在 。 或 从 Laurent 展 式 


evs :1 十 二 十 一半-…… 填 1 十 …- (z= 0) 
Z 212? 加 1 32 


有 无 穷 多 .页 负 畦 推 灯 ， 
定理 17(Weierstrass) 设 ceC 是 fo) 的 本 性 奇 点 , 则 对 
于 任意 一 个 有 穷 复数 4 和 数 s > 0, 在 0<jz 一 ea| 二 5 内 总 有 一 
点 2; 使 
I|f(z)— A| < e。 
证 明 用 反 证 法 。 假设 结 论 不 成 立 ，34 EC,38 > 0, Vx€ 
V*(a;6),， 有 


于 是 疯 数 - . 


|f(z) 一 A| 之 8 


1 

F(x) RD = 一 

在 V*(a;)) 内 解析 ,有 界 。 由 定理 14, 4 是 F (zs 的 可 去 奇 点 . 设 
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Car Te eerste ee mm 和， 鱼 。 半 re 


; jn 1 一 
IF() 7 二 2 


4 十 工 ,xs 0， 

tm f(x) 一 2 
co， = 0, 

即 a 或 是 f(x) 的 可 去 奇 点 或 是 极点 ,这 与 假设 和 矛盾。 证 毕 。 

给 出 定理 几何 解释 前 , 先 定义 稠 密集 的 概念 。 称 集 已 在 C 上 
稠密 ,如 果 五 一 C， 即 每 一 复数 4 € C 都 是 集合 的 极限 点 ， 如 

一 {* 十 iy; xz, 为 有 理 数 }, 则 妃 是 C 上 稠密 集 ， 

任 取 一 串 s, 一 0, 定 理 保 证 有 一 点 列 zs:0< jx。 一 al 一 9， 
而 使 Kz。) 一 4。 所 以 4 是 集合 f[V*(a; 5)] 的 极限 点 ,由 于 4 
的 任意 性 ， 说 明 集 合 fIV*(a;6)] 是 C 上 稠密 集 。 尤 其 要 注意 的 
是 ,对 任意 6 > 0, f(z) 均 把 空心 邻 域 V*(a; 5) 映 为 C 上 笛 
密集 fIV*(e; 5)]。 

Picard 《1879) 证 明了 一 个 比 Weierstrass 定理 更 一 般 ,更深 
刻 的 定理 , 即 Picard 大 定理 : 解析 函数 在 本 性 奇 点 的 空心 邻 域 
内 无 穷 多 次 地 取 到 每 个 有 穷 复 值 ， 至 多 习 能 除去 一 个 例外 值 。 例 
如 z 一 0 是 f(x) 一 的 本 性 厅 点 , 因 e 关 0, 所 以 4 一 0 是 它 
的 例外 值 ,对 任意 有 穷 复数 4 关 0, 有 点 列 

Zn 一 ~ 1 -> 
log A 十 2nni 
而 使 信 z。) 一 4。 这 表明 在 V*(0;6) 内 有 无 穷 个 点 ,函数 在 这 无 
穷 个 点 取 值 为 4。 

下 面 讨论 4 一 co 是 函数 f(x) 孤立 奇 点 情形 。 设 函数 f(x) 在 

R 二 |z| 二 十 %0 内 的 Laurent 级 数 为 : 


0， 


f(z2) = Dez 十 >) ess" = plz) + ble), 
弛 三 由 *# 二 1 


这 里 p(s) 一 如 coz" 称 为 (有 的 主要 部 分 或 奇异 部 分 ,而 把 
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pz) 一 > cz 


gl 


称 为 jz) 的 解析 部 分 ， 由 于 
。 1 
lim 1(2) = im f (t) 
所 以 判 崭 * 一 oo 是 函数 f(z) 的 哪 一 类 型 的 奇 点 ,可 以 归结 为 判断 
5 一 0 是 通 数 / (2) 的 哪 一 类 型 的 奇 点 ,并 注意 到 f(x) 在 R 一 


jz| + 上 有 办 等 价 于 也 十) 在 0 一 | 红 一 到 上 有 界 , fC) 


在 R< :| 二 十 上 Laurent 展 式 的 正 短 项 变 为 f (#) 在 0< 
151 < 二 上 Laurent 展 式 的 负 短 项 ， 所 以 由 定理 14 一 17 不 难 导 


出 下 面 的 : 准 论 . 

推论 4 设 1(z) 在 了 (co R) 内 解析 , 则 下 面 三 个 命题 等 
价 : 

(1) 2 是 f(z) 的 可 去 奇 点 ; 

(2):(z) 在 V*(0o;R)(R 之 R) 上 有 界 ; 

(3) :(s) 的 Laurent 展 式 中 所 有 正 蹇 项 的 系数 篆 为 寒 ， 或 
次 异 部 分 p(x) 为 常数 。 

推论 5 设 f(z) 在 V*(00; R) 内 解析 ， 则 下 面 三 个 命题 等 
价 : 

(1) 2 是 f(z) 的 极点 ; 

(2) :i(z) 一 z"g(z)，g(z) 在 了 (coiRDCR 二 尺 ) 内 解析 且 
不 为 零 , 这 时 称 co 是 f(z) 的 记 级 极点 ; 

(3) (x) 的 Laurent 展 式 中 只 有 有 穷 多 正 寡 项 的 系数 不 为 
零 , 或 奇 网 部 分 9 (2) 为 一 个 坊 次 多 项 式 。 

推论 6 zz 一 co 是 f(z) 的 本 性 奇 点 充 要 条 件 是 : f(z) 的 
Laurent 展 式 中 有 无 穷 多 正 需 项 的 系数 不 为 零 , 或 奇异 部 分 p(x) 
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为 一 个 无 穷 级 数 。 

推论 7 若 co 是 f(z) 的 本 性 奇 点 , 则 f[V*(co; R)] 是 C 上 
的 称 密 集 , 

例 6 设 f(z) 在 (ci R) 内 解析 ,非常 数 , 且 Ref(2) 一 
wl(z) 有 界 : [w(x)| 志 M， 则 4a 是 f(z) 的 可 去 夷 点 。 

证 明 方法 一 由 Laurent 级 数 的 系数 公式 ， 当 7 之 1 时 ， 


cr | fs — oda(0 < 0 < R). 


2ri 
又 
1 fCz) "Nal 
| TG os 
十 | 之 . cz 一 GD)ts 一 a)*idz 
一 元 ba a pttaei-t0d0 一 pzn。 
将 上 面 两 式 相 加 得 
cs 十 Cap" 一 | ul(z)(z 一 a)"-idz, 
由 此 可 得 估计 式 


1c-。 十 ceoz| < 2Mo” (n> 1). 

上 式 中 令 p 一 0, 得 ec 一 0(2 袜 1).。 故 “是 fx) 的 可 去 奇 

方法 二 ”考虑 函数 F(z) 一 ef， 它 在 V*(a; R) 上 有 界 : 
[F(z)| 一 er 中 ex， 所 以 a 是 F(z) 的 可 去 奇 点 补充 定义 
F(a) 使 F(z) 在 V(a; R) 内 解析 。 因 

|F (2)| = er > 0 > 0, 

所 以 在 VCa; R) 内 对 数 函 数 可 取出 单 值 解析 分 支 ， fa) 一 
log F(x) 这 说 明 e 是 f(x) 的 可 去 奇 点 。 

下 面 两 个 证 法 只 要 求 wx(s) 有 上 界 ， 
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方法 三 尖 虐 函数 F( 坟 一 -ii。 它 可 看 成 号- 


7 《一 fC 的 复合 , 所 以 当 zeF*(oi R) 时 ,有 


1F(z)| < 1, 知 4 是 F(x) 的 可 去 奇 点 补充 定义 F(Ce) 使 其 在 
Vy (a;R) 办 解析 ,由 最 大 模 原理 得 | F(a)| < 1, 而 


_ 2MF (x) . _ 2MF(a) 
f(z) To FC)’ lim f(x) 1 Foy 


这 表明 a 是 f(z) 的 可 去 奇 点 ， 

方法 四 “由 定理 17 和 条 件 知 4 不 是 f(z) 的 本 性 奇 点 ， 证 a 
也 不 是 f(z) 的 和 极点， 假设 不 然 , 则 

8gCs) 
Hz) 一 < oe 
其 中 整数 ;x 实 1，g(z) 在 V(a;r)《r 二 R) 内 解析 不 为 零 。 令 
zx 一 0 十 pe， 则 
Ref(a 十 poei2) 一 六 [Regla 十 pei2)cosmO 


二 + Img(a + pe'?) sin m0], 
在 0= 0， 工 ， 开 中 总 存在 一 值 , 使 
2m 7 2m 


limRef(o 十 pe) 一 十 oo， 
这 与 假设 Ref(x) 有 上 界 矛 盾 ， 所 以 6 是 可 去 奇 点 ， 


$4 整 浮 数 与 亚 纯 了 水 数 
若 医 数 f(z) 在 C 上 解析 ; 则 称 f(z) 是 一 整 函数 。 对 整 函数 
f(z), 它 的 Taylor 展 式 
f(z) = 二 Ca2” (23) 
在 C 上 成 立 ， 另 一 方面 * 一 co 是 fz) 的 孤立 在 点 ,由 Laurent 展 
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式 的 唯一 性 ，(23) 也 是 fz) 在 无 穷 远 点 邻 域 肉 的 Laurent 展 
式 ， 它 的 奇异 部 分 plz) 一 (2) ,解析 部 分 (zx) 一 0， 

定理 18 ” 若 函 数 f(z) 在 C 上 解析 , 则 f(z) 为 常数 。 

证 明 条 件 表 明 f(z) 为 一 整 函数 , 且 limj(zx) 一 存在 ,所 


以 z 一 co 是 f(s) 的 可 去 奇 点 ,由 推论 4, f(z) 的 奇异 部 分 p(s) 一 
f(z) 应 为 常数 。 证 毕 。 

定理 也 可 利用 连续 函数 |f(z)| 在 紧 集 世上 某 一 点 am 取 到 它 
的 最 大 值 , 再 根据 最 大 模 原 理 得 f(z) 为 一 常数 ， 

若 z 一 co 是 整 函数 j(z) 的 w 级 极点 ,根据 推论 5, f(z) 的 奇 
异 部 分 p(x) 二 f(z) 为 一 个 mw 次 多 项 式 。 

若 z 一 co 是 整 函数 f(z) 的 本 性 奇 点 ， 称 j(z) 是 超越 整 函 
数 ,例如 e*, sin z, cosz 都 是 超越 整 函数 ， 

若 函 数 f(x) 在 区 域 PCE 上 除去 极点 外 解析 , 则 称 f(x) 是 
DD 内 的 亚 纯 函数 或 半 纯 函数 ， 由 极点 定义 知 极点 是 孤立 的 ， 所 以 
D 上 亚 纯 函数 的 极点 集 不 可 能 有 属于 DD 的 极限 点 .例如 函数 tanz 
是 C 上 的 亚 纯 函 数 ; 有 理 函 数 

有 R(xs)] 一 LA 
Q(z) 

其 中 Po(z) 、0。(z) 分 别 是 n,m 次 多 项 式 , 称 max(n，m) 为 有 
理 函 数 R(x) 的 次 数 。 则 有 理 函 数 是 C 上 的 亚 纯 函 数 ,因为 在 C 
上 至 多 只 有 祖 个 极点 。 事 实 上 它 也 是 世上 的 亚 纯 函 数 ， 因 为 当 
4 加 时 ，R(z) 在 点 解析 , 当 # 之 mw 时 ,由 lim R(z) 一 co， 知 
z 一 co 是 R(z) 的 4 一 w 级 极点 ,这 说 明 R(z) 在 C 上 除去 有 限 
个 极点 外 解析 ,所 以 RCz) 是 世上 亚 纯 函 数 。 下 面 定理 说明 其 逆 
亦 真 ， 

定理 19 ”车 函数 f(x) 是 已 上 的 亚 纯 函 数 , 则 f(z) 为 一 有 理 
应 数 ， 

证 明 首先 注意 f(z) 在 忆 上 只 能 有 有 限 个 极点 ， 若 有 无 穷 
个 极点 , 则 极点 集 的 极限 点 x, 不 是 f(x) 的 孤立 奇 点 ， 所 以 za 不 
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是 f(x) 的 极点 或 解析 点 ,这 与 亚 纯 函 数 f(z) 只 有 极点 和 解析 点 
示 盾 。 
无 仿 退 f(z) 在 世上 的 极点 为 ; 
21，22， 24 00。 
相应 的 Laurent 展 式 的 主要 部 分 为 ; 
cn C9， 
bike) 一 一 十 + [Ey (一 12，…… 
和 
pz) 一 co 十 cz 十 … .十 cozn。 


解析 部 分 为 p(x?)(f 一 1 2 大 ) 和 (x)。 令 
A 
F(z) 一 fs) — pz) 一 >) $2), 
jml 


则 F(2) 仍 是 世上 的 亚 纯 函 数 ， 它 除 去 点 Zi9229 "9 Sis 外 
的 复 平 下 上 解析 ,在 这 些 点 处 有 : 
和 
lm Fle» 一 9 人 2) 一 02) 一 了 >) Diz7) (i= 1,2,...,K), 
od #1 
ei 
limF (x) 一 0。 (24) 
所 以 zz yz, 是 F(z) 的 可 去 奇 点 ,补充 定义 后 F(x) 在 
CTC 上 解析 ,根据 定理 18 和 (24) 得 F(x) == 0, 改 
夺 
fz) =— p(s) + >) Pi) 
i=1 
为 一 有 理 肖 数 。 证 毕 . 
推论 8 设 f(z) 是 忆 工 亚 纯 函数 且 音 叶 , 则 f(z) 为 分 式 线性 
证 明 由 定理 19 知 f(z) 为 一 有 理光 数 , 设 


MAC 
f(z) DO » 


其 中 P,(z) ,QanCz) 分 别 为 #，m 次 多 项 式 ， 记 有 理 函 数 次 数 为 
,143 。 


一 max(#»,m)， 任 给 复数 46 C ,方程 
P,(z) 
Qs) 4 
P(x) 一 4O。(z)。 
易 见 ， 方 程 有 X 个 根 ( 几 重 根 算 几 个 根 )，、 或 有 理 函 数 丰 次 取 到 值 
4。 再 由 单 时 性 得 一 1, 故 f(z) 为 分 式 线性 变换 ， 证 毕 . 

推论 8 的 条 件 可 以 减弱 如 下 : 

定理 20 设 f(x) 在 C\{zo} 上 解析 , 单 时 , 则 f(z) 为 一 分 
式 线性 变换 ， 

证 明 显然 z 不 可 能 是 f(z) 的 可 去 奇 点 ,否则 由 定理 18 得 
f(z) 为 一 常数 ,这 与 单 叶 条 件 矛 盾 。 下 面 证 m 也 不 可 能 是 f(x) 的 
本 性 奇 点 。 因 f(z) 在 CN\{xo}y 上 解析 与 零点 孤立 性 。 总 可 求 出 
邻 域 V(z,; 5) 满足 : 

C1) f(x) 在 V(z1; 6) 上 不 为 零 ; 

C2) 7(z38)nF(z3s6) 一作 
由 第 三 章 反 涵 数 可 导 定 理 ，f(z) 把 V(z,; 5) 映 为 w 平 面 上 区 域 
fIV(z1; 6)]。 再 由 单 叶 柱 条 件 , 有 

flV Cz;36)I NIV*(z; 6)] = 
这 说 明 集 合 f[V*Cz。;6)1 不 是 C 的 稠密 集 , 应 用 定理 17 推 出 am 不 
是 f(z) 的 本 性 奇 点 。 因 此 mm 只 能 是 fz) 的 极点 ,然后 引用 推论 
8 即 得 。 证 毕 、 


等 价 于 


习 是 
1 设  c 收 减 ，largcu| < 二 于 ,求证 级 数 $e, 
#=0 sa 


敛 ， 
2. 求 下 列 级 数 的 收敛 范围 
(1) pb L052. 


当 二 二 到 一 于 11 pr 
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$ 证 明 ， 级 数 立 (一 1) (一 十 上) 在 不 包含 正 整数 的 
任意 有 界 团 集 上 一 致 收 线 . 

4. 证 明 : 级 数 > 人 和 在 不 包含 负 整 数 的 任意 有 界 闭 
集 上 一 致 收敛 。 

5. 设 f(z) (Cn 一 1,2，…) 在 区 域 忆 内 解析 ， 3 fa 在 


万 内 一 臻 收敛, 证明 2) | 六 (2)1 在 D 内 内 闭 一 致 收 化 


6. 设 种 级 数 》) cz" 的 收 伍 半径 R > 0, 和 冰 数 为 xz)。 证 
明 :; 当 0<:r 二 R 时 

GD LY treelae 一 > [eslare; 

(2) 着 f(s) 在 贺 |z| 二 R 内 有 界 ， 设 界 为 |f(2)| 之 M， 


则 六 | -jzRo < Mi 


7. 肴 里 级 数 > cz" 在 单位 圆 |z| 过 1 内 收敛 到 有 界 函数 
n=0 
f(x)， 证 明 limc。 一 0。( 提 示 : 利用 上 一 题 ) 
8 设立 ce 在 lz| <<R 上 收 全 (0<R< 廿 oo)， 求证 


plz) 一 人 中 z* 在 C 上 解析 , 且 |w(x)| < Me 


a=0 


9. 证 明 (1) 对 任意 的 复数 zx， 


" les 一 1| < els 一 1 过 [zl|e'”!; 


(2) 当 0<jz| < 1 时 ,二 Iz| 一 le 一 1 < lzl. 
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10. 设 f(z) = w(x) 十 io(o) 在 |z| < 1 内 解析 , 0(<r < 1， 
证 明 


| Rs) dz 一 0 (n> 1i 


lzlmr 2 


(2) 设 fa ozr，c 一 二 


Xi 


u(z) 4 


1zlmr 22 二 TI 


> 


(3) 若 Ref(z) 一 zx(z) 之 0, 0) 一 1, 则 jc 过 2; 
(4) 1C0) -zm | 让 dt, [z| < 7 


(5) fs) 一 二 | 之 士 二 w( 人 全 十 itmf(0) 


此 lmr 立 一 和 


一 荆 tz _ 
2r jo, 一 8)d0 十 ifm 帮 0)》 (一 7e2). 


11. 若 客 级 数 > ca2" 的 系数 c, 满足 条 件 


= 0 1, cs— ct cn > 2), 
试 求 出 磊 级 数 的 收敛 半径 。 
12. 设 f(x) 在 1z| < 工 内 解析 ,在 |z| < 1 上 连续 ， 则 fz) 
在 1z| 和 1 上 可 用 多 项 式 一 致 逼近 。 
《提示 : 考虑 f(rz), 0 过 + 二 1). 
13. 将 下 列 函 数 在 指定 域内 展 为 Laurent 级 数 . 


3z 1 . 
(DD ay <1*I<2; 
0) ss 0 一 lz 一 计 [一 1 
2— 1 
G) ray 2<|z| 一 3,，3 一 4s| 一 十 oo) 


(4) -scz (8 > 0 > 0), "< 1z1 < 地 ( 要 求 写 出 负 短 


23sin bx 
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英 ) 
14. 将 下 询 函 数 在 指定 域内 展 为 Taylor 级 数 或 Laureitt 级 数 : 


(1) log 三 一，|lz| < 1 2 一 jz < 十 oo; 


ZX 一 2 


(2) eFz，|z| < 1，1 < 1z| < 十 co( 要 求 写 出 前 四 项 ); 
1 

| 

15. 港 f(z) 在 0<|z 一 a] < R 上 解析 ， 且 圆 环 内 有 一 点 列 
z。-> a， 玉 z。) 一 0， 证明 : 6 是 f(x) 的 本 性 奇 点 

16. 设 f(x) 在 圆 环 0<r 过 |s 一 o| <R< 十 oo 内 解析 ,在 
闭 贺 环 + 之 |z 一 o| < R 上 连续 , 且 作 Re*) 一 000 < 8 < 2x). 
证 明 : f(z2) 三 0 (Cr 一 |z 一 4a| <= R). 

17. 港 函 数 f(z) 在 0<|z 一 | < R 内 解析 ,县 

lim(z 一 4a)f(Cs) = 0, 

证 明 : 4 是 f(z) 的 可 去 奇 点 。 

18. 设 函 数 ja 在 R < |z| < 十 oo 内 解析 , 且 |Ref(2)| < 
M。 试用 f(x) 一 p(s) 十 ya 的 主要 部 分 p(x) 为 常数 来 证 oo 
是 f(z) 的 可 去 奇 点 。 

19. 尘 函数 f(s) 在 C\{a1,…,6。} 内 解析 , 且 有 界 ,证 明 js) 
为 常数 ， 


20. 浩 函 数 1(2) 在 圆 |z| < 1 内 解析 ,到 0) 一 0, 则 之 / f(z") 


z—li|<vV2, 


在 圆 jz] < 1 内 收 剑 , 且 和 函数 在 圆 |z| < 1 内 解析 。 
21 求 级 数 如 ze(1 十 z)" 的 收敛 域 及 和 函数 。 说 明 级 数 收 
#4 二 0 


敏 域 包 仓 第 11 题 中 宕 级 数 的 收 伍 贺 。 
22. 利用 Cauchy 公式 ,给 出 第 11 题 中 系数 c。 的 公式 ， 
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第 六 章 “” 留 数 定理 和 幅 角 原 埋 


这 章 除 继续 研究 解析 函数 外 ， 还 要 研究 半 纯 钢 数 和 单 吐 解析 
狗 数 。 把 Cauchy 定理 和 Cauchy 公式 推广 到 半 纯 函数 , 就 成 为 
留 数 定理 ， 它 的 特殊 形式 即 为 幅 角 原理 和 Rouché 定理 ， 从 方法 
上 来 说 , 幅 角 原理 是 复 变 函 数 一 种 特有 的 方法 , 它 是 利用 函数 的 幅 
角 在 边界 上 的 变化 来 讨论 函数 在 区 域内 部 的 性 质 ， 这 比 用 函数 的 
模 来 讨论 函数 的 性 质 更 具有 复 分 析 的 韵味 。 


$1 留 数 定理 


1.1 留 数 的 定义 与 计算 
设 函 数 f(z) 在 0 二 1z 一 4| 过 ?内 解析 ，4 是 f(z) 的 孤立 
奇 点 。 琐 数 f(z) 在 孤立 奇 点 的 留 数 , 记 作 Res(f;o), 定 义 为 ;: 


Resf; o) — 2 | Hads (0<o<n). (1) 


Ize'™ 


利用 f(z) 在 2 点 的 Laurent 展 式 : 


2 


j(2) = > clz—a), 0<1z—el<r, 


< 一- | fx) dy， 


2xi J is—eiep (z 一 a)"t! 


其 中 


可 得 
Res(f; 0) — | ,fds ~ oo, (2) 
2N1 Jlz-elmp 
若 f(z) 在 R 一 |zl < 十 oo 内 解析 ,定义 f(2) 在 xz 二 co 点 
的 留 数 为 : 


"148。 


2mi 


利用 f(s 在 z 二 0% 点 的 Laurent 展 式 : 
f(z) 一 >) Caz"， 


涯 一 一 急 


Ret(fiocoy) 一 一 工 fae (adz (Rp +o0), 


其 中 


3 


C =- 二 | 长 z) dz， 
2ni Jl#imp wtl 


即 得 


Res(f;00) 一 -二 | fo dz = 一。 ， 


(4) 


留 儿 Res(f;0) 是 函数 Laurent 展 式 的 主要 部 分 的 第 一 项 系 
数 c-, 而 留 数 Res(f; co) 是 函数 Laurent 展 式 的 解析 部 分 的 第 
一 项 系数 , 沁 要 改变 符号 ， 要 理解 这 一 差别 ,最 好 把 留 数 看 成 是 微 
分 jz)ds( 称 全 纯 微 分 ) 在 奇 点 的 留 数 ， 对 以 % 为 育 点 的 全 纯 微 


分 作 = = 二 变 痪 , 则 把 
1G3 一 人 (过 过 十 经 十 
多 ”区 3 


十 cz 十 C2 十 … .jdz 


变 为 
A 
一 全 一 各 一 ……)d， 


求 j(oez 在 z 一 oo 点 留 数 变 为 一 -f(t ) 芝 5 0 点 外 
最 然 留 玫 总 为 一 *-:。 所 以 把 留 数理 解 成 全 纯 微 分 的 留 数 , 刚 两 者 


的 定义 是 一 致 的 . 


荐 4 =* 00 是 f(z) 的 可 去 奇 点 , 则 Res(fie) 二 0, 但 在 6 一 
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oo 时 ，Res(fi oo) 不 一 定 为 零 . 比如 fs) 一 1 十 二， 它 在 z 一 


o 点 解析 ,而 Res(f;00) 一 一 1。 若 z 一 oo 至 少 是 f(z) 一 忒 oo) 
的 二 级 零点 , 则 Res(f,00) 一 0。 

若 s 闪 o 是 帮 s) 的 mbm 之 1) 级 极点 ,这 时 xz) 在 9 点 
邻 域 可 表示 成 


f(x) = — 200), 
(z 一 0)”” 


其 中 g(xw) 在 4 点 邻 域内 解析 且 不 为 零 。 由 Cauchy 公式 得 
Res(f;a) = | — 82) dx 


2Fi J ls-elmp (2 一 0a)” 


m= 1 堪 一 1 a 
i Se -1(a), 


或 


.Nl nm 
Rofo) rT Im ts — "HG) 


这 就 是 a 为 极点 时 求 留 数 的 公式 .特别 当 mw 二 1 时 ， 


Res(f; o) 一 lim(z 一 0)f(s)。 《67) 
若 f(x) 可 写成 p20)/g (en) ,g(a) 关 0:(e) 一 0 (ao) 关 0， 则 
由 (6) 可 得 
Res (¥; =- 机 (7) 
1.2 留 数 定理 
下 面 叙 述 关 于 留 数 的 基本 定理 。 


定理 1 设 7 是 可 求 长 Jordan 曲线 , 函数 f(z) 在 7 内 部 D 
中 除去 #4,21,"… ,z。 外 解析 ,并 且 f(z) 在 闭 区 域 了 DD 上 除去 za， z;， 
“rag 外 连续 , 则 


|， f(a)ds 一 2xi X Res(f;sa), 《8) 
[& 41 
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re 


EE 


证 明 在 D 内 以 zk 一 122) 为 中 心 作 一 小 圆周 7 
使 得 每 -个 7 都 在 其 余 圆 周 的 外 部 。 由 Cauchy 定理 得 
| fas 一 > | 帮 z)dz。 
根据 留 儿 定义 , 即 得 
,fds 一 2 > Res(f;zt)。 证 毕 。 


如 其 定理 1 中 的 D 表 示 7 的 外 部 ， f(z 在 区 域 D\ {mz 
,Zs} 内 解析 ,在 D\{z,, z1，。'** ,za} 上 连续 , 且 zaCk C1 2， 
…,2)7SXoo, 则 公式 (8) 应 改 为 : 

| 1 (2) dz = Zni [三 Res(f;zi) 十 Res(fico)|， 

7 k=1 、 


其 中 7 取 顺 时 针 方向 。 

定理 2 若 函 数 f(x) 在 C 上 除去 点 z4,z;,…,z。 外 是 解析 
的 (oo 也 是 1(z) 的 孤立 奇 点 ), 则 (x) 的 所 有 弧 立 奇 点 的 留 数 之 和 
为 零 , 即 


D7 Res(jizD + Res(f;00) =0. (9) 
证 明 以 原点 为 心 ,以 充分 大 R 为 半径 作 阅 周 7, 使 7 的 内 部 
包含 点 21:229 "Tns 由 定理 1 得 
| f(z)dz 一 2ri 2) Res(f;z1), 


而 按 定义 
| 1(z)dz = 一 Res(fi oo)， 
2ml Jr 


把 上 面 环 陈 结合 起 来 即 得 (9 式 。 证 毕 。 
例 1 


解 z ”~ 土 i 是 函数 的 一 级 极点 ; * 一 % 是 函数 的 本 竹 奇 
成 ， 由 (27 得 
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一 和 一 
Res(f: i) = 一 2 
estf; i) 2 | 2 
一 外 i 
Res(f; —i) = 一 一 。 
(fs 一 2z lst 一 2i 


再 由 定理 2 得 
Res(fi co) 一 —Res(f;i) 一 Res(f; 一 一 “= 一 sin ]。 
， 1 


例 2 求 f(z) 一 op la < 8) 的 
奇 点 和 留 数 . 

解 z 一 wp 为 函数 的 一 级 极点 , z 一 0 是 函数 的 二 级 极点 ， 
xz 二 co 是 函数 的 可 去 否 点 。 由 (6) . 

Res(f; xy) 一 人 一] 六 | (1) 


zz Ble 一 二 6 
Res(f; p) 一 总 二 坊 一 A 二 一 pb 一 
为 求 * 一 0 点 的 留 数 ,我 们 把 f(z) 拆 成 三 个 函数 之 和 : 
Ha 一 一 和 一 一 一 一 一 ~、 
(z 一 az 一 5) (zs—o)(z— 8b) 
! (10) 


+ 二 一 一 一 一 一 一 。 

zz 一 oz 一 人 ) 
前 两 个 函数 在 z 一 0 点 解析 ,它们 的 留 数 为 零 , 故 求 Res(f;0) 只 
需求 最 后 一 个 函数 在 z 一 0 的 留 数 ， 


Res(f; 0) 一 [| 


[元 (G 二 本 7)] xm0 


-6 


由 定理 2 得 
152. 


Res(f;%) = 一 Res(f; 0) — Res(f;a) 一 Res(fsh) 
— 一 (a 十 8). 

如 杂 先 求 Res(f; co)。 注 意 (10) 中 后 两 个 函数 在 点 至 少 为 

二 级 铬 点 ,所 以 其 留 数 为 零 , 故 只 需求 (10)7 中 第 一 个 函数 在 co 点 的 


留 数 。 由 
1 
(z-— 0)(z — Pb) 4 _ 二) @ 一 £) \ 


Oe | 


一 1 十 2 二 人 二 ”9 


可 得 Resdioo) 一 一 (a 十 8), 再 由 定理 2 得 
Res(f;0) = (0 + Ff). 


$ 2 ， 幅 和 角 原理 与 Rouche 定理 


2.1 关于 零点 与 极点 的 一 般 定理 


设 (x) 是 区 域 D 内 的 亚 纯 函 数 , 则 线 YCD， 且 7 所 围 的 区 
域 9 属 = D。 由 解析 函数 零点 与 极点 的 孤立 性 ，f(a) 在 2 内 只 有 
有 限 个 于 点 与 极点 。 

定 温 3 车 函 数 1《z) 是 区 域内 的 亚 纯 函 数 ,7 是 也 内 可 求 
长 Jorctn 曲线 ,其 内 部 9 属于 了 。ot(k 一 1,2,… ,4) 和 Bi(j 一 
12， -四 分别 是 到 在 7 内 部 的 零点 和 极点 ，f(z) 在 Y 上 天 
零点 和 本 战 ;函数 p() 在 DD 内 解析 ， 则 

去 J ?ON Dave — Diolb), 11) 
其 中 oi 是 Ke 在 零点 oh 的 级 ,pi 是 fa) 在 极点 5 的 级 ， 

证 明令 F(z) 一 p(w)F(z)/f(z)，F (有 ) 仍 为 了 内 的 亚 纯 函 
数 ,在 QE 除 o4,6; 外 解 诉 ,在 如 上 除 ok 性 外 连续 ,对 PCs) 应 
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用 定理 1 得 
f(s) 一 2 0 
二 工 | (x) fa) dz 三 Res(F ;01) 


十 bp ResCF;b;). (125 


了 一 了 
在 2 内 存在 以 ok 为 心 的 小 圆 1z 一 et| < 85， 在 这 个 小 圆 内 
f(2) 一 〈z 一 ar)’tg (2), 
其 中 g(xz) 在 小 圆 内 解析 , 且 不 为 零 。 对 上 式 求 导 得 
(Cs = lz 一 ak)rtrg(z) 十 (zs 一 ak)“kg (x), 
所 以 在 0<|z 一 at < 5 内 有 
六 (2z) Oo 8 (2) 
fa) at ge) 
这 表明 不 管 ak 是 fs) 的 几 级 零点 ，at 总 是 函数 f(x)/f(z) 的 
一 级 极点 , 且 其 留 数 等 于 ~ 由 定义 


Res(F; ct) 一 二 jar 2) a dz 
一 | CaP) qe 
2ri J lx-etiws/2 2 一 6 
一 wkt2(at)。 (13) 
在 以 与 为 心 的 小 圆 1z 一 5;| < 5 内 ， 
1 一 区，0< lz 一 可 < 由 


其 中 AD) 在 lz—bil<6 内 解析 ， 且 不 为 零 .所 以 在 0<1z 一 5i| 
一 8 内 


fo 6 十 h'(z) 
f(z) z—b; h(xz) ” 


这 表明 不 管 5; 是 f(z) 的 几 级 极点 ,z 一 5; 总 是 函数 f(z)/f(z) 
的 一 级 极点 ， 人 于 是 有 


f(z) 
ResCF;bi) 一 2xi js” 2) f(z2) dz 
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1 | —pPip ls) dz 
27i Jis-Bjilms/s 2 一 及 
= —P;p(bi). Vas 
将 (13),(14) 式 代 人 (12) 式 , 即 得 (11) 式 .证 毕 。 

注 设 定理 3 中 忆 为 包含 oo 的 无 界 区 域 ，2 表 示 上 曲线 7 的 外 
部 , 且 2<-D。a 和 与 分 别 是 f(z) 在 2 内 的 零点 和 极点 , ck 和 
B; 表示 f(x) 的 零点 at 和 极点 b; 的 级 ，w《z) 在 D 内 解析 、 则 
《11) 式 胡 成 立 , 这 时 积分 路 径 7 的 方向 取 顺 时 针 方 向 。 

推 伦 1 在 定理 3 条 件 下 , 若 mp(z) 一 z, 则 

二 | 5 dz 一 > CA 之 Bib;. 
如 果 把 ax 级 零点 自作 ox 个 零点 ，6; 级 极点 算 作 bi 个 极点 , 则 
上 式 右 湛 的 第 一 个 和 数 表 示 f(z) 在 7 内 部 所 有 零点 之 和 , 第 二 个 
和 数 表 ;下 f(z) 在 7 内 部 所 有 极点 之 和 ， 


2.2 旺角 原理 与 Rouché 定理 


定理 包 幅 角 原 理 ). 设 函 数 f(x) 在 区 域 也 内 亚 纯 ,7 是 刀 内 
可 求 长 Jordan 曲线 , 且 其 内 部 属于 D, f(x) 在 Y 上 无 零点 和 极 
点 , 则 


p= ll [f(s) ds 
NP | Fo dz, (15) 
其 中 入 ,，P 分 别 表示 f(z) 在 7 内 部 零点 个 数 和 极点 个 数 ( 几 级 算 


几 个 ). 
证 时 “在 定理 3 中 取 gp(z) = 1, 则 
直上 和 敬业 ~ 名 汪 一 名 人 
E 式 右 章 筷 一 个 和 数 即 为 N, 第 二 个 和 数 即 为 P， 证 毕 。 
注 在 定理 3 后 注 的 条 件 下 ,公式 (15) 仍 成 立 ,这 时 积分 路 径 
7 取 顺 时 针 方 向 ， 
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我 们 给 (15) 式 中 积分 一 个 几何 解释 ， 借 此 说 明 为 什么 称 定理 

4 为 幅 角 原理 ,映射 w 一 f(z) 把 可 求 长 曲线 7:z 二 7C)(e 的 

z < 8) 映 为 ww 平面 上 可 求 长 曲线 T:w 一 TCD) 一 了 {7Y(D)](e<t 声 

8)， 由 于 ze7y 时 ,f(z) < 0, 所 以 曲线 了 不 过 原点 w 一 0. 车 
7 为 光滑 曲线 ,由 积分 计算 公式 可 得 

1 (zx 1 diw 

而 jj 辣 汪 -直上 区 

可 以 证 明 上 式 对 可 求 长 的 > 也 成 立 (图 6-1)。 求 积分 

人 


了 w 


图 6-1 
值 时 ,因原 函数 Logw 在 C\{0} 上 为 多 值 函 数 ， 为 此 取 定 一 点 
wo ET 和 Logw 在 wo 点 的 值 , 由 于 Logw 一 log |w| 十 iArgw，, 
即 取 定 幅 角 Argw 在 wo 点 的 值 。、 当 w 沿 TIT 运行 时 ,使 Logw 或 
Argw 连续 地 改变 。 动 点 必 跑 过 T 又 回 到 出 发 点 ww 时 ，Logw 的 
实 部 log |wj| 回 到 出 发 时 的 值 , 而 幅 角 增加 2x 的 整数 倍 , 也 就 是 
说 幅 角 沿 T 的 改变 量 , 记 作 ArArgw, 是 2r 的 整数 倍 ,这 个 整数 表 
示 T 了 绕 原 点 的 圈 数 和 方向 ,所 以 
1 ( dw 1 1 
2 1 党 = 2 二 ArLogw = 2 ArArgw, 
回 到 变量 z, 得 
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_p_ 1 (f(z) 一 二 16 
Y 一 ?一 并 | dz 一 二 ArArgf(a)， (16) 


特别 地 , 当 fts) 在 D 内 解析 时 ， Ls 


Lf 上 
N 元 fC) dz 二 人 yArgi(¥) 


如 f(z) 在 7 内 部 零点 的 个 数 ， 等 于 函数 幅 角 沿 7 的 改变 量 除 以 
27, ， 

由 志和 角 原理 可 推出 Roucht 定理 。 

定 畦 5 (Rouché)〉 没 7 是 区 域 D 内 的 可 求 长 Jordan 曲线 ， 
且 其 内 乞 属 于 D。 函 数 f(z) ,g(xz) 在 了 内 解析 ,在 > 上 满足 条 件 

[eC] < [f(z)1, (17) 

则 f(z， 和 f(z) 土 Elz) 在 Y 内 部 有 相同 的 零点 个 数 ( 几 级 零点 算 
几 个 )。 

证 六 由 (17) 式 知 Cs) 与 F(z) 一 f(z) 土 g《z) 在 7Y 上 无 零 
点 。NVi Me 表示 f(x) 和 F(x) 在 7 内 部 零点 的 个 数 ， 由 幅 角 项 
理 ， 


”ol f(z) -一 F' F'(z) 
MN 和 ds, Ne 二 |, dz, 


2xi f(s) rF(z) 
wie F(x) f(z2) 
No | (FC) _ f(x) 
Nr Ns 27i |, (Fs fo) dz 
_ 工 | 本 一 7 
2 而 | Ih dz 
(F/If 二 F(z) 
2 二 | F/f de iA "Ar Ca) f(a)" 
由 (17), 当 z2€7 时 
, F(z) &(s) g(2) 
Wp ltRen >17 lw |>" 
这 说 明 肪 射 w 一 的 像 点 总 洲 在 右 半 平面 ， 所 以 7 的 像 昌 5 
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线 不 可 能 绕 原 点 , 故 


1 F(z) 
一 Ni 一 一 A: 一 0 
Ne f PT 


证 毕 。 

注 1 郑 定 理 5 中 函数 条 件 改 为 f(x)，g(z) 在 D 内 亚 纯 ,在 
Y 上 满足 jg( 思 | 过 f(z)| < 十 co。 则 结论 改 为 f(x) 和 f(x) 土 
gs) 在 曲线 7 内 部 零点 个 数 与 极点 个 数 之 差 是 相同 的 。 

注 2 若 定理 5 中 刀 为 包含 co 的 无 界 域 , 7 的 外 部 属于 DD, 函 
数 从 z) ,g(x) 在 D 内 亚 纯 ,在 7Y 上 满足 1g (2)1 < 1f(2)1 < 十 oo， 
则 A(x) 和 f(z) 土 g(x) 在 7 外 部 零点 个 数 与 极点 个 数 之 差 是 相 


同 的 。 
例 3 设 |ot| < 1(R 一 1)2， 2) 
= TI ?2—a. 
fC) lI 1 — ais” 


若 15|] < 1， 则 方程 f(x) 一 5 在 圆 jz| 二 1 内 怡 有 # 个 根 ; 车 
15| > 1, 则 方程 f(z) 一 和 在 圆 1z| > 1 内 也 恰 有 4 个 根 ， 
解 在 单位 贺 局 1z| 一 1 上 有 
lb1 < If = 1, 
由 Rouché 定理 知 f(x) 与 f(x) 一 5 在 贺 |z| < 1 内 有 相同 的 
零点 个 数 , 而 f(z) 在 jz| 二 1 内 有 # 个 零点 , 故 He) 一 5 在 
lz| 一 1 内 也 有 +» 个 零点 , 即 方程 f(x) 一 56 一 0 有 + 个 根 ， 
又 当 15| >>1 时 ,在 |s| 一 1 上 有 . 
1= ID| < lol. 
由 Rouche 定理 的 注 2 知 5 与 5 一 j(s) 在 |z| >1 上 有 相同 的 
零点 个 数 与 极点 个 数 之 差 ， 而 常数 5 在 |z| > 1 上 零点 个 数 与 极 
点 个 数 之 差 为 零 , 及 5 一 f(x) 在 1z| >1 上 显然 有 ”个 极点 , 故 
一 fx) 在 |zl| 二 1 上 必 有 2 个 零点 ， 即 方程 Ke) 一 在 
|x| >1 上 有 关 个 根 ， 
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$3 求解 析 函 数 的 零点 数 


应 用 幅 角 原理 和 Rouchét 定理 可 以 讨论 解析 函数 零点 的 个 

数 ， 
代数 基本 定理 “次 代数 方程 

Pr) 一 aozs 十 ozr 十 .十 oo 一 0 (os0) 


在 C 上 恰 有 有 个 根 , 
证 明 显然 有 

lim S22 + +o, 0 

Ed G027 ， 
所 以 3R, 当 |z| 之 R 时 ， 

oz 1 十 -十 ec 一 1， 

CoZ? 
或 
a eo) < las (jzl>R， (18) 


由 Rouche 定理 ,函数 ax* 与 P(s) 一 ax" 十 aigo 十 .十 es 
在 |z| < R 内 有 相同 的 零点 个 数 ,而 oz” 有 ?个 零点 , 改 Plz) 在 
1z| 二 RK 内 有 * 个 零点 ， 当 |s| 之 R 时 ， 由 (18) 式 知 PCs) 无 零 
点 ,所 以 ?(z) 在 C 上 栓 有 #* 个 零点 。 证 毕 。 

设 D 是 有 界 闭 区 域 ，8,(2) 一 zx" 十 bz"! 十 … 十 5 是 任 
一 首 项 系数 为 1 的 4 次 多 项 式 ,在 所 有 这 种 多 项 式 中 ,使 最 大 模 


max|0,(z) | 
“Eb 


最 小 的 多 项 式 ( 可 以 证 明 一 定 存 在 ), 称 为 妈 的 ”次 切 比 雪夫 多 项 
式 ， 

定理 四 设 六 为 闭 贺 1z| < RR， 则 它 的 w 次 切 比 雪夫 多 项 式 
为 z*, 即 


max|z’*| < max|19.(z) |， 
i eR zi<R 
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其 中 9。(z) 为 任 一 首 项 系数 为 1 的 二 次 多 项 式 ， 
证 明 用 反 证 法 .假设 存在 一 个 8,(x) ,使 得 
max | 如 Cs)| < max |z"| = R", 
则 由 Rouché 定理 , 少数 x* 与 z* 一 9,(z) 在 |z| 二 R 内 有 根 
同 的 零点 个 数 . 而 z* 在 1z1 二 RR 内 有 *# 个 零点 ， 故 x? 一 8,(2) 
在 jz| < R 内 也 有 #* 个 零点 ,但 zx" 一 0,(z) 为 4# 一 1 次 多 项 式 ， 
至 多 只 有 * 一 1 个 零点 ， 这 矛盾 说 明 反 证 法 假设 不 成 立 ， 所 以 定 
理 结论 成 立 ， 证 毕 . 
例 4 求 方程 一 6z 十 3 一 0 在 圆 |z| 二 1 内 与 加 环 1 过 
1z| 二 2 内 根 的 个 数 ， 
解 当 |z|j 一 1 时 ， 
|x 十 3}j 委 4 一 | 一 6z| 一 
由 Rouché 定理 ， A | < 1 内 有 相同 
的 零点 个 数 ， 所 以 z' 一 6z 十 3 在 1z| < 1 内 只 有 一 个 零点 。 从 
上 面 不 等 式 也 可 得 出 xz* 一 6: 十 3 在 |z| 和 1 上 只 有 一 个 零 点 。 
当 |zs|] 一 2 时 ， 
| 一 kz 十 31 芝 15 一 12 一 16， 
电 Rouche 定理 知 x' 一 6z 十 3 在 |x| < 2 内 有 四 个 零点 ， 因 此 
在 1< 1z| < 2 环 内 有 三 个 零点 , 即 方程 :' 一 6+ 十 3 一 0 在 |z| < 
1 内 只 有 一 根 ,在 环 1 和 |z| < 2 内 有 三 个 根 ， 
例 5 证 明 方 程 P(x) 一 2 十 22 一 2z 十 10 一 0 在 每 个 象 
限 内 恰 有 一 根 。 
证 明 首先 方程 P(x) 一 0 无 实 根 。 事 实 上 由 
P(x) = (x:— 1)(x 二 1+11, 
即 可 看 出 当 |x| 之 1 时 , P(x) 守 11; 当 |zx| < 1 时 , P(x) 之 7， 
所 以 在 实 轴 上 P(x) ~ 0. 
在 虚 轴 上 ，PGzy) 一 十 10 一 2iy(y 十 1) 六 0， 即 在 上 庶 轴 
上 P(x) 也 没有 零点 。 
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涛 者 国 6-2 所 示 的 路 径 7, 它 是 由 71,，7,, 7; 组 成 在 7, 上 
P(z) 取 实 值 ,所 以 
Ay ArgP(z) 一 0; 


在 7 上 ， PCz) = 2 + 全 一 符 十 办， 所 以 


Ar A gP(z) = 4. 二 oll) 二 2x 十 ol(1) (R 一 十 oo); 
在 六 上 
A,ArgP(lz) 一 ArgP(0) 一 ArgP(CiR )。 
因为 我 人 : 尺 幅 角 改 变量 ,起 点 幅 角 可 以 独立 取 定 ,然后 使 幅 角 连续 
改变 求 出 终点 的 幅 角 , 即 可 求 得 改变 量 , 现 取 
4IgP(iR) = Arg(R’ 十 10 一 2R(R: 十 1)) 
—Arg (1 — 2 +1) ~ 01) 


及 十 10 
《R 一 十 co)。 


由 于 7; 航 诛 曲 线 P 在 右 半 平 面 上 ，7; 不 绕 原 点 ,所 以 
ArgP(0) = Arg10 = 0， 


A ,ArgP(z) = 0 — 0o(l)=0(1) (R—-+-%o0). 
这 样 得 
AAigP(z) 一 > AriArgP(z) 一 2 十 o(1) (R 一 十 co)， 
大 二 1 | 
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由 幅 角 原理 ，P(z) 在 第 一 象限 只 有 一 个 零点 。 因 为 实 系数 多 项 
式 的 零点 是 共 乞 出 现 的 ,所 以 P(z) 在 第 四 象限 也 只 有 一 个 零点 ， 
另外 两 个 零点 必 共 d 地 出 现在 第 二 ,三 象限 ， 

下 面 定 理 在 讨论 解析 函数 映射 性 质 时 起 重要 作用 ， 

定理 7 若 函 数 f(z) 在 区 域 DD 内 解析 ， wo 一 f(z0), 20€ D 是 
f(z) 一 ww 的 级 零点 , 则 3p > 0,36 > 0, 使 得 对 于 0 一 lw 一 
wo| 一 6 内 每 一 个 值 4， 函 数 (2) 一 4 在 |z 一 z| 二 po 内 恰 
及 个 不 同 的 零点 ， 

证 明 因 x 是 f(z) 一 so) 的 疡 级 替 点 ， 由 零点 珠 立 性 ， 
3p > 0, 使 得 在 属于 刀 的 闭 圆 1z 一 zo| 所 op。 上 ,fw) 一 f(zo) 在 
0 一 |z 一 zl 二 上 无 零点 , 同时 使 f(z) 在 0<|zs 一 “| 志 o 
上 也 无 零点 ， 令 

5 一 min lf() — fz)| >0. 


对 于 0 过 |w 一 wol 二 5 内 的 任意 值 4, 当 jz 一 zo| 一 时 ， 
[A— wl < | — fz)|, 
由 Rouché 定理 ,函数 1(2) 一 扩 z0) 与 
1(z) 一 f(z0) 一 4 十 砚 一 fx) 一 4 

在 jz 一 zol 二 。 内 有 相同 的 零点 个 数 , 故 j(z) 一 4 在 |z 一 z%| 一 
Pp 内 有 刀 个 零点 。 因 在 0 天 |z 一 xz0o| 二 p 上 了 (x) 车 0, 所 以 这 澡 
个 堆 点 是 简单 零点 , 即 为 mw 个 不 同 零 点 。 证 毕 ， 

定理 8 函数 f(z) 在 DD 内 解析 , 且 不 为 常数 , 

《1) 若 D 是 开 集 , 则 从 D》 为 开 集 ( 开 上 映射 定理 ); 

《2) 车 D 是 区 域 , 则 蕉 也) 为 区 域 ( 保 域 性 定理 )。 

证 明 (1) Vwe 1 人 D),3zo€ D, 使 所 ze) 一 w。 由 定理 7?， 
3p > 0,38 > 0, 使 得 对 于 0 一 jw 一 wo| 二 5 内 每 一 个 值 w, 函 
数 f(z) 一 w 在 |z 一 2| 二 p 内 至 少 存在 一 点 *， 使 得 f(x) 一 
w; 即 邻 域 VCwo;6)CHD), 所 以 D》 为 开 集 ; 

《2)》 只 要 证 长 D) 是 道路 连通 ， 设 w,wi€ f(D), 意 昧 着 DD 
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内 存在 再 点 xiyza 使 得 

f(z,) 一 好， f(z;) 一 wi。 
因 忆 道路 连通 , 所 以 在 D 内 有 一 连续 曲线 YCD(e 1 < 8) 连接 
z1,225 由] 连续 曲线 [7C2)] 属于 f(D), 且 连接 w,,w;。 再 由 (1) 知 
检 D) 为 区 域 。 证 毕 。 


$4 单 叶 解析 溺 数 的 性 质 


定 湿 3 若 函数 f(z) 在 区 域 DD 内 单 叶 解析 , 则 对 于 DD 内 每 一 
点 z， 了 (Cw) 志 0; 反 之 , 若 点 zo€ D，f(z0) < 0, 则 3 邻 域 (ze 
PD)CD,f(z) 在 了 (zxoipi) 内 单 叶 ， 

证 明 先 证 f(z) 关 0， 若 不 然 ，3zo D, 使 得 f(z) 一 0， 
则 zx 是 困 数 故 2) 一 从 z0) 的 m(m 之 2) 级 零点 。 由 定理 7,3 p> 
0, 习 6 > 0, 使 得 对 于 0<|w 一 从 z0)| < 6 内 的 每 一 个 值 w, 函数 
f(%) 一 sw 在 |z 一 zl 二。 内 恰 有 w 个 不 同 零点 , 这 与 f(z) 在 D 
内 单 叶 优 设 相 矛 盾 , 所 以 在 D 内 有 f(z) 关 0. 

反之 , 若 f(z0) 声 0, 2 是 f(z) 一 上 zo) 的 简单 零点 , 同样 
由 定理 7, 3p > 0,38>0, 使 得 对 于 0<|lw 一 fz0o)| 二 6 内 
的 每 一 个 值 w， 函 数 f(x) 一 w 在 |z 一 zi| 二 p 内 只 有 一 个 零 
点 ， 即 上 只 有 一 个 z 使 f(x) 一 w。 再 由 f(x) 的 连续 性 , 习 e >0 
(p, 和 p), 使 得 

f[V (2%; po)]CV(Cw,o; 6). 
于 是 f(x) 在 了 (zw op) 内 单 叶 。 证 毕 , 

注 和 于， 若 通 数 f(x) 在 D 内 有 f(x) 关 0， 由 定理 9 只 能 推出 
i(z) 在 每 点 邻 域内 是 单 叶 的 ， 得 不 出 f(x) 在 D 内 单 叶 ， 这 时 我 
们 称 f(z 在 忆 内 是 局 部 单 叶 的 。 如 函数 拓 在 C 上 不 是 单 时 的 ， 
但 由 定理 $ 知 它 是 局 部 单 叶 的 ， 

下 西利 用 定理 8 和 定理 9, 重 证 第 三 章 的 反 函 数 定理 。 

定理 10 若 函 数 w 一 f(z) 在 区 域 刀 内 单 叶 解析 , 则 
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(1) 映射 了 将 了 保 角 地 映 为 区 域 G = 人 D)s 
(2) 反 函 数 x 一 ge(w) 在 日 内 单 叶 解 析 , 且 
gw) = 
flgCw)] 
证 明 (1) 由 定理 8 知 G 一 信 D) 为 区 域 。 又 由 定理 9， 
f(z) < 0, 所 以 f 将 DD 保 角 地 上 映 为 区 域 G; 
《2) 反 函 数 x = gC(w) 在 G 上 定义 ， 先 证 它 连续 。YVwo& G， 
令 z0 一 g(wo)，Ve > 0, 使 邻 域 V(zo; s)CD， 由 开 上 映射 定理 ， 
ftV(zo;s)] 为 开 集 ,所 以 36 > 0 使 VCwo;6)CfIVCw;s)1， 即 
g[V(wo;6)]CVCzo;e), 此 式 表明 水 数 g(w) 在 w 点 连续 。 由 ww， 
的 任意 性 ,得 g(w) 在 G 内 连续 。 再 由 
gw) — gw0) 1 
w 一 wo flgCw)] — flgCwo)] 
E(w) — g(swe) 
当 w 一 wo 时 ，g(w) 一 g(w0), 对 上 式 取 极限 得 


gw) 一 


ll 
figeCw)] 
所 以 g(w) 在 G 内 单 叶 解 析 。 证 毕 。 
”在 证 明 单 叶 解 析 函 数 把 单 连通 区 域 映 为 单 连通 区 域 之 .前 ， 我 

们 先 来 证 边界 对 应 原理 ， 

定理 11 设 D 是 区 域 , 7 是 DD 内 的 可 求 长 简单 闭 曲 然 ， 其 内 
部 Di 属于 D， 若 阔 数 f(z) 在 D 内 解析 ,把 7 双方 单 值 典 映 为 简 
单 闭 曲线 FT， 则 w 一 A(x) 在 Di 内 单 时 ， 把 DP, 上映 为 的 内 部 G， 
(图 6-3), 

证 明 没 w 是 不 在 TT 上 一 点 ,由 幅 角 原理 知 沙 数 f(x) 一 w。 


在 7 内 部 的 零点 个 数 N 等 于 积分 
ll f(s) +.l dw 
2ri | js) 一 wo dz 一 十 2xi | 


这 里 若 1 把 7 正定 向 映 为 T 正定 向 时 ,上 式 右 端 取 “十 ”号 , 若 f 把 
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bd | 对 


( - 


eg = 


图 6-3 


7 正定 向 抉 为 T 负 定向 时 ,上 式 右 端 取 “ 一 号。 
当 wm 在 rT 外 部 时 ， 
1 | dz 


一 一 0 
2r1 ”7 


TWO— wo 
所 以 N ~: 0， 即 f(z) 一 ww 在 Di 内 没有 零点 ; 当 wo 在 T 内 部 
G 时 ， 


rw 一 jn 


2 


1 diw 
直上 7 此 
就 有 N =: 士 1, 由 于 和 总 是 一 个 非 负 整 数 ,所 以 N = 1, 即 一 
ws 在 妨 内 有 一 零点 ， 同 时 得 出 了 把 7 的 正定 向 一 定 映 为 了 的 正 
定向 。 从 -上面 的 讨论 有 CGICXKDDCC:。 

证 XD,) 一 G1。 事实 上 G, 和 失 D,) 为 开 集 ， 对 集合 取 内 部 
运算 得 

G? = GTCHD,)? 一 1{(D)CG? 一 Ci。 

所 以 KD,) 一 G,。 证 毕 ， 

推论 2 若 f(x) 在 区 域 D\{zo} 内 解析 ，zo 为 f(2) 的 一 级 
极点 . 7 是 也 内 的 可 求 长 简单 闭 曲 线 , 其 内 部 记 为 Di,zoe D.CD. 
着 函数 1( 引 把 7 双方 单 值 地 映 为 简单 闭 曲线 T, 且 把 7 的 正定 向 
器 为 荆 的 俩 定向 ; 则 f(z) 把 7 的 内 部 D, 单 叶 地 映 为 了 的 外 部 Ci。 

证 明 设 ww 在 T 的 外 部 。 由 幅 角 原理 知 f(z) 一 w 在 7 内 
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部 零点 个 数 NN 减 去 极点 个 数 P 为 : 
VN—P= 1 A,Arg[f(2) 一 woe] 一 TL AArgCw -一 wa),. 
27 2n 


由 于 P= 1 及 ArArg(w 一 wo) 一 0, 得 NN 一 1, 即 f(z) 在 7 内 部 
有 一 点 取 到 值 0， 故 GCfD,), 
设 wo 在 T 的 内 部 。 这 时 


N 一 P 一 上 AlArg(z — w)— 一 1， 
2 


得 N 一 0, 即 f(x) 在 7 内 部 取 不 到 值 wo, 故 KD1)CG,， 类 似 于 
定理 11 的 讨论 ,可 得 {KD,) 一 CG,。 证 毕 。 

定理 条 件 中 如 果 f 把 7 的 正定 向 映 为 了 的 正定 向 ， 则 结论 不 
成 立 。 考 虑 锯 可 夫 斯 基 消 数 

w= € 十 +), 
它 把 圆周 7:1z|] 一 r(r > 1) 映 为 硝 圆 赂 了 T, 且 保持 定向 , 这 时 加 
|z| 二 + 映 过 去 的 像 域 不 是 T 的 外 部 ， 

定理 12 若 DCC 为 单 医 通 区 域 , f(z) 在 D 内 单 叶 解析 , 则 
G 一 信 D) 亦 为 单 连通 区 域 . 

证 明 只 要 证 G 内 的 任 一 条 可 求 长 Jordan 曲线 T 的 内 部 
GICC。 由 定理 10, 反 函 数 z 一 g(w) 在 域 G 内 单 叶 解析 ,把 G 
映 为 了 ,把 T 映 为 D 内 的 可 求 长 Jordan 曲线 Y。 由 于 D 是 单 连 
通 的 ,所 以 7 的 内 部 D.CD， 根据 定理 11, f(D,) 一 G,， 故 

Ci 一世 DJDCKD) 一 C， 

证 毕 。 

用 同样 方法 可 证 单 叶 解析 函数 把 *” 连 通 区 域 喘 为 2 连通 区 
域 。 
利用 上 交 的 结果 ， 我 们 来 讨论 解析 函数 的 局 部 映射 性 质 。 设 

f(z) 在 区 域 乙 内 解析 ，zo 纪 ，xw。 一 f(z0)。 
《1) 若 有 (zo) 六 0, 由 定理 9, 习 邻 域 V(zwo;6), f(z) 在 邻 域 
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他 
Y 


图 6-4 


Vs; 9) 内 单 叶 解析 。 再 由 定理 12，f 把 V(zo; 8) 一 一 地 、 保 
角 地 映 为 we 点 的 单 连 通 邻 域 U (图 6-4)。 上 限制 在 了 一 VCs; 
5) 上 的 函数 f|V 有 反 函数 《f1V)-', 它 把 U 一 一 地 、 保 角 地 映 为 
V; 

(2) 若 f(z) 一 0， 设 fa 一 一 (z 一 %)"g(z), 函数 
g(x) 在 邻 域 V (zo;p) 内 解析 , 且 不 为 零 , 因 此 在 VCz;p) 上 Vg(z) 
可 选 出 单 值 解析 分 支 h(x)。 令 

£2) 一 (z 一 xp(z)， 

-函数 5(x) 在 (ao) 内 解析 ，w 一 jz) 可 以 看 成 w 一 wo 十 
5 与 5 一 5x) 的 复合 。 因 上 (xzo) 一 hz,) 关 0, 由 定理 9,azo 点 
的 单 连通 邻 域 UCV Cz,;o)，¢(z) 在 内 单 叶 解 析 , 且 把 0 一 一 
地 ,\ 保 角 地 映 为 原点 邻 域 VC(0;8)， 又 函数 w 一 wo 十 5* 把 V0; 
5) 映 为 VCwo;5"), 所 以 了 把 点 单 连通 邻 域 U 映 为 VCw0;6"). 
使 空心 邻 域 U* 到 V*(wo; 2) 之 间 为 上 对 1 的 对 应 (图 6-5). 


U VC(0;6) V wes0") 
| 
6-5 


下 面 讨论 序列 的 情形 . 
定理 13 (Harwitz) 若 函 数 序列 {f,(x)} 在 区 域 D 内 解 
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析 , 并 且 在 了 内 内 闭 一 致 收敛 到 一 个 不 恒 为 零 的 函数 7(z)。7 是 
DD 内 可 求 长 简单 闭 曲 线 ,其 内 部 属于 D, 且 不 经 过 f(x) 的 零点 , 则 
存在 正 整数 NN, 使 得 当 *# 之 N 时 ， 在 7 内 部 六 Ca) 和 f(z) 的 零点 
个 数 是 相同 的 。 
证 明 首先 由 Weierstrass 定理 得 ,f(x) 在 D 内 解析 。 因 
f(x) 在 7Y 上 不 为 零 ,所 以 
min|f(z)| =w>0., 


又 {f(z)} 在 7 上 一 致 收 策 到 f(z) ,所 以 3N, 使 得 当 w 之 NN 时 ， 
在 7 上 有 
[fC2) — f(z)| < a, 
于 是 当 ww 之 N, 在 7Y 上 有 
If, C2) — f(z)1 < f(D). 

由 Rouche 定理 , 知 f(z) 与 f(x) 在 y 内 部 有 相同 的 零点 个 数 ， 
证 毕 。 

定理 14 若水 数 序列 {f,(z)} 在 区 域 D 内 单 叶 解析 ,并 且 在 
DD 内 内 闭 一 致 收敛 到 函数 f(x), 若 f(z) 不 为 常数 , 则 fx) 在 D 内 
单 叶 解析 。 . 

证 明 由 Weierstrass 定理 知 f(x) 在 D 内 解析 。 假 如 f(s) 
在 D 内 不 单 叶 ,那么 在 内 存在 两 点 Z19 Za 21 = zi) ,使 得 f(z1) = 
玉 z)。 记 大 sz 一 wo， 则 序列 {f(g) 一 wo} 在 D 内 内 闭 一 致 收 
敛 于 不 恒 为 零 的 函数 f(z) 一 we。 在 DD 内 人 以 %1，z; 为 心 作 两 不 交 
的 小 圆周 7,7,, 由 上 一 定理 ，3N, 使 得 当 # 尖 N 时 , f,(z) 一 w 
在 7，7， 内 部 与 f(x) 一 w。 有 相同 的 零点 个 数 ， 这 也 就 是 说 在 
7 和 7; 内 部 分 别 存 在 点 zi 与 z;, 使 


fy(21) = wo = f(z2), 
这 与 fy(x) 在 也 内 单 叶 相 矛盾 。 证 毕 。 
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$5 求 亚 纯 函数 的 展 式 


应 用 留 数 定理 ,可 以 将 复 平面 上 亚 纯 函 数 展 成 部 分 分 式 。 我 
们 通过 创 子 来 说 明 如 何 展开 , 
例 6 证 明 : cotxz 一 上 上 | + 


$=1 了 
证 明 Vx。《 CN\Z ,固定 2zo， 
作 一 闭路 7,， 它 是 正方 形 


| <4 一 4 十 地 17| 委 1) 


|， zzE CNZ。 


12 


的 边界 , 使 7。 包 含 为 (图 6- 
6)， 函 数 -2 在 z 一 2 (zx 
2 一 20 


一 0, 土 1, 十 2,….) 和 2% 有 一 


级 极点 ,其 留 数 为 ; 
Res 人 2) 一 rp 
Res (ee = ) 一 cot rz 
由 留 数 定理 ， 
| 2 dz = 2x1 [> zy 十 cotrs| 


一 271 | cotxzu 一 工 ( 工 2 
2xi| 。 并 G + 如 让 
(19) 
现在 来 估计 上 式 左 端的 积分 。 在 7, 平行 于 ?7 轴 的 两 边 上 ， 


|cotr( 士 2 十 iy) cos (十 4 十 i 
加 sinf( 士 1 十 iy) 
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_ chzry 一 sin?r1 chzry 一 1 
shzry 十 sinzx2 shixy+1 ， 
= shiny <l; 
shixy++ 1 
在 7, 平 行 于 x 轴 的 两 边 上 ， 
cosn(x*+14 | Chin 一 sinzry 
sin x(x 圭 14) sh?ni 十 sin2rx 
chzr2 _ ez 十 ec 十 2 


lcotxCx +11)|? = 


一 > 
4 一 儿 十 二 一 > +%). 
所 以 当 +» 充分 大 时 ,或 + 充分 大 时 ,在 7, 于 有 
[cotrxz| < 2., (20) 
又 


| cotrz ds 一 | cotrz dy 十 | 2ocotrz ds， (21) 
Te 一 20 ra 区 Tag(2 一 20) 


上 式 右 端 第 一 个 积分 由 留 数 定理 ， 


| PE dz 一 2ni b> 未 一 0. (22) 
" Ty | 
第 二 个 积分 由 (20)， 


_ XoCOtNz dz| 之 2%| _. 81—0(4— +00), 
| 4C4— |z1) 


由 (21),(22) 和 上 式 ,可 得 


cotrz dz 一 0. 


(19) 式 中 令 ”一 十 co 取 极 限 , 利 用 上 式 即 得 
1 十 b> 2%0 | 


~ 2 72|。 ， 
20 kt 50 一 大 


由 xme CAZ 的 任意 性 ,结论 得 证 ， 
函数 zcots 在 圆 jz| < x 内 解析 ,所 以 在 jz| 二 x 内 可 展 
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CotX2 一 1 | 
nx 


成 Taylor zcotz 为 偶 函 数 , 展 式 中 只 含 偶 次 赛 , 记 偶 次 


畴 系数 c5, 为 一 2 ee 
scot 一 1 一 加 作 (lz| < mx)， (23) 


其 中 8B, 称 为 Bernoulli 数 . 
yt TB 
7 去 
证 明 由 (23) 得 
| 2778, 
R22COtNZ 1— 之 Cm)! 
又 由 例 6， 当 x Oe 


Nzcotxz 一 ] 十 > 


nv 《|z| <1), (24) 


n= 1 2 一 7 
! 之 | 22 《 一 9 ! 之 1 人 73 
fn 
-于 习 一半 人 壮志 )25 (3 
k=1 #=1 t= des 


根 所 和 级 数 展 式 的 只 一人， (D022) 
1 2 BE 
n=1 Wt (2R)1° 
由 此 可 知 Bernoulli 数 秀 大 于 零 ， 
例 8 求 出 级 数 如 广 ， 刀 小， 允 ) 十 的 具体 值 。 
解 ”因为 


22 24 26 
1 一 元 十 二 一 二 十 
2 
#00t% 一 “2022 -- 41 6 
z 1 型 十 戏 各 
3} 51 71 
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例 7 与 (26) 可 得 


1_,.1. 
4 1 2 
til. 
1 Nt 2 
ll_l1. 
# 一 1 4 2 


1 1 32 一 
3 45 


上 式 偶 次 罕 系 数 丝 为 有 理 数 ， 因 此 Bernoulli 数 为 有 理 数 。 


3Xx71 

A 

3 6 

nt _ A 

45 907 

32 so 
3 X 7! 945” 


“$6 求 某 些 函 数 的 定 积分 


(26) 


比较 


对 数学 分 析 中 的 初等 函数 ， 从 复 变 函数 观点 ， 可 以 进行 有 效 
的 、 绕 一 的 处 理 。 如 初等 函数 展 成 Taylor 级 数 的 问题 ， 在 分 析 
中 对 不 同 基本 初等 函数 证 其 余 项 趋 于 零 ， 所 用 方法 各 不 相同 。 但 
在 复 变 函数 中 ,只 要 解析 就 可 展开 成 Taylor 级 数 , 利用 这 个 一 般 . 
定理 就 得 到 所 有 基本 初等 函数 的 Taylor 展 式 ， 特 别 限制 到 实 轴 
上 ， 即 得 实 基本 初等 函数 的 Taylor 展 式 ， 这 市 应 用 留 数 定理 计 
算数 学 分 析 中 一 类 定 积分 ， 这 里 所 指定 积分 主要 是 被 积 函数 的 原 
函数 不 能 用 初等 函数 表示 出 来 的 积分 ， 数 学 分 析 中 通常 采用 含 参 
变量 积分 的 方法 ,一 般 来 说 ,这 种 方法 较为 复杂 ， 不 易 掌握 。 而 用 
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复 变 函数 留 数理 论 来 求 这 类 积分 ， 可 以 用 统一 的 程序 来 求 ， 这 一 
程序 可 分 为 四 步 ; 设 求 积分 
Co)dx。 
(1) 先 适 当选 取 函 数 F(x) ,通常 使 F(x) = f(x) 或 
ReF (x) = f(x); 

(2) 然后 选取 一 有 限 简 单 闭路 7, 区 间 (一 R, R) 为 7 的 一 部 
分 ， 

(3) 再 在 7 所 围 区 域 上 应 用 留 数 定理 , 求 出 Cz) 在 极点 的 留 
数 ; 

(4) 最 后 取 极 限 ， 要 估计 Y 不 在 实 轴 上 部 分 的 积分 极限 值 。 

下 面 我 们 要 讨论 五 种 类 型 的 积分 。 

1. 两 个 引 理 

我 们 把 取 极 限时 常 明 到 的 识 分 估计 写成 引 理 。 

引 理 1 若 函 数 fs) 在 D:0< jz 一 ol 所 r,6, < arg(x 一 6) 
志 0 上 连续 (图 6-7), 且 

Lim， (z— a)f(z) 一 4。 


则 
tm | Cdz ~ Ai(0, 一 9)， 


其 中 7,: xz 一 a 二 pe, gs 0 二 0 0 一 po 一 ，， 
证 明 设 (xz 一 .a)f(z) 一 4 十 6(z), 其 中 lim e (2) 一 0， 则 


| 


一 p 


一 看 (6, — 0,) + | dz, 


max|ls(z)| 


| 2 | <0 0 > Np 20), 
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lim | f(s)dz 一 Ai(0, — 9,), 


p=>0 


引 理 2 (Jordan) 若 函 数 f(z) 在 R< 和 jz| 一 十 oo， 
lmz 之 0 上 连续 (图 6-8), 且 
lim f(z) 一 0， 
Imz>o 
4 是 正常 数 , 则 
lim | eiosf(z)dz 一 0， 
R>+% J7R 
其 中 7yg: z 一 Re 0< 和 6 过 zx，R>R 
证 明 设 M(R) 一 max|f(2)| ,内 | 


| | eiozjF (xz)]dzx 


~ 


之 M(R) | e-sRin0RdO 
0 

:一 2M(R) 上 esRsing RAO, 
.Jo 


当 0<0< 时 ， sjin9 之 了 0， 于 是 


—2Rg 


< 2MCR) 性 2 Rdb 
= TM(R) (1 一 ez) 


| eiesf(z)dz 


174。 


由 条 件 im_M(R) 一 0, 所 以 


lim | eissf(x)dz 一 0。 
TR 


R=>+» 
证 毕 。 
2. 月 理 函 数 的 积分 


应 用 留 数 定理 可 以 计算 积分 | Co dz, 这 里 PC ，0 
为 多 项 式 , 且 9 (在 实 机 上 无 零点 ， 其 次 数 比 PCz) 的 次 数 至 少 


大 2 , 则 广义 积分 收 伍 。 设 六 在 上 半 平面 内 的 极点 为 oo …， 
au (图 6-9)， 则 


| 一 2N1 > Res (5; a). 


6-9 


事实 上 取 尺 充分 大 ， 使 得 上 半圆 ; lzj < R，Ims > 0 包含 


Pls) 的 极点 41,*…* ,as。 由 留 数 定理 得 
0 (x) 


re ze int 


P(z) _ 1 >» 、 
Xe os) dl 9), 所 以 


. P(x) 一 
dm | go) dz 一 0， 
9 1750 


这 样 令 (27) 中 R ~ 十 co, 取 极限 即 得 所 证 公式 。 
例 9 计算 积分 
一 | dx 
~ (1 + r+! ? 
# 是 正 整数 。 


解 函数 二 二 57 在 上 半 平 面 有 唯一 的 孤立 奇 点 z=i, 


它 是 函数 的 十 1 级 极点 ,其 留 数 为 


1 ld 1 
~ Res (ra ) nl dz [| 
1,.(—1)"(n 十 1)C2 十 2) (22) 
= 《2ji )2241 
1 _ Qn)! 1 DU 
: Ztln1) 2i C2n)11 “ 
由 所 证 公式 得 到 


1 一 2rl Res 


(1 + zt (2n)11 


注 如 果 f(x) 是 偶 函 数 , 则 
十 c9 _ 1 9 , 
人 Kaaz 一 二 | fds; 
如 果 fC*) 不 是 侦 函 数 ,我 们 可 以 选取 运 当 的 遍 形 角 域 的 边界 作为 
闭路 7。 _ 
3. 三 角 函 数 有 理 式 的 积分 
应 用 留 数 定理 可 以 计算 形 如 | ”RCsin0，eos6)d6 的 积分 ， 
其 中 R(x,y) 是 两 个 变量 * 与 》 的 有 理 函 数 ， 对 此 积分 只 要 令 :一 
8i9， 则 
cos0O 一 二 (em 十 et) 一 T(z 十 +.), 


和 
, 1 1 ds 
sin 一 31 (: 一 =z) d6 一 yy 


(28) 


全 4796， 


所 求 积分 化 为 单位 圆周 上 有 理 落 数 的 积分 ; 
人 sin 0, cos 0)d0 


一 基本 人 +] 芝 ， 
例 10 计算 积分 


27 - 
1=| ~— 40 (0 >>0). 
0 a+ bcosO 


解 ”将 (28) 变 换 式 代 人 积分 ,得 


-| 一 一 一 | _ dz 
“人 ig i dlsiel pz? + 2az 二 5b" 
. z 


方程 pz 十 ?oz 十 5 一 0 的 两 个 根 为 : 
ati Vi 
人 
在 1z| < 1 内 只 有 一 根 <, 由 留 数 定理 ， 
T= 之 。 2niRes (二 一 二 一 一; 2) 
i b+ 2az 寺 ib 
a 1 一 27 
x [元 十 | int Va’ _ bp 
4. 有 理 函 数 乘 正统 或 余 纺 函数 的 积分 
+ 


应 用 留 数 定理 ， 我 们 可 以 计算 形 如 | ”Ra snxdy 和 


C= 


人 RCz) coszdz 的 积分 ,其 中 R(x) 为 有 理 函数 ,分 母 多 项 式 在 实 


轴 上 无 零点 , 且 其 次 数 比分 子 多 项 式 的 次 数 至 少 大 1 
例 11 计算 积分 (Laplace) | 


十 oo 
-| -Co3CXY jy (a > 0), 
ol 二 x 


[ob 


1+z 


解 取 f(z) 一 一 一 (着 取 f(z) 一 -222 ， 以 后 回路 积 
1 十 z 
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图 6-10 图 6-11 
分 不 好 估计 )， 取 回 路 > 如 图 6-10。 由 留 数 定理 


R eio* | eiea 
一 2TIR 
| [于 dx 十 二 一 一 一 -一 一 dz niRes(f;i) 


-zi [和 | 
令 R 一 十 %, 应 用 引 理 2 ,得 


十 se ior 
| 
-oltx? 


一 Te “。 


上 式 取 实 部 即 得 
| cosax dy 一 工 全 cosax dx- tos 
0 1 十 x 2 .-o1 十 和 2 
例 12 计算 积分 (Dirichlet) 
T= (ME sinx dx。 
x 


0 


解 取 f(s) 一 所 ,因为 z 一 0 是 f(s) 的 一 级 极点 ,所 以 不 


能 取 如 上 题 的 回路 ,为 此 取 如 图 6-11 所 示 的 回路 。 由 Cauchy 定 
理 ， 


| f(a)dz 十 | f(z)dz 十 | fCa)dz 十 上 f(z)dz 一 0。(29) 
在 I 上 , 令 2 一 一 X 得 


eis r eis Rk ei 
| 2 | dzx 一 一 dx, 
Il 2% RR 和 才 P 入 
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将 上 式 代 人 (29) 得 
全 一 一 dx +| fdz 十 | fs)dz = 0, (30) 
应 用 引 理 2 ,可 得 
Em | f(s)dz = lim | ce gz = (0; 
R>+e J 7 Row jyR 名 


应 用 引 理 1 ,可 得 
lim | flz)dz 一 lim | eT dz 一 一 Ti。 


7 一 +0 r=>+0 Jrr 名 
在 (30) 式 中 令 R 一 十 so,r 一 十 0, 利 用 上 面 结果 ,得 到 


+e 可 
| snxdx 一 工 
0 * 2 


5. 利用 函数 er"(c 为 复 常数 ) 求 积分 
例 13 计算 积分 (Fresnel) 

全 cos xidx 与 全 sin xzdx。 
解 取 f(z) 一 se, 并 选取 如 


I Ye 
6-12 的 回路 。 由 Cauchy 定理 ， 
人 
上 f(z)dz 十 | f(z)dz 5 到 
+| f(z)dz 一 0， 6-12 
7R 


在 7z 上 ，z 一 Reio，0 和 0 入 rr14，2z2 一 Re 


， -Rg 
[fC2)| = eRing < e «0, 


由 此 得 到 
| f(z)ds 


eno (Rite), 


x/4 
之 | €~4R?0/x Rd 
0 


所 以 
Ba (me + 00) -0 
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在 1 上 , z 一 x+; 在 I 上 ,x ~ xeri/， 由 上 式 得 
R ， ， 

lim (| eiz’dx 十 | eisreni 。 endz] 
0 R 


有 ~ 十 mn 
+o -ee ， 
一 | ei dx 一 | ee » eri/dz 一 0。 
Jo 4 - 
V 
利用 | -=dz 一 人， 由 上 式 可 得 


tm ，， (+t™ 2 /x ， 
， eiz dx -一 exi/4 ， 一 “ dx 一 eni4 


对 上 式 取 实 部 与 虚 部 即 得 
[a 
例 14 计算 积分 (Poisson) 
全 e-*cos2bxdx (5 > 0). 
解 取 f(s) 一 e*, 并 选取 如 图 6-13 所 示 的 回路 . 由 
Cauchy 定理 ， - 


图 6-13 


人 edx 十 | eds 十 | e-*dz 十 | e-"dz = 0, 
-Rk I 四 


11 LII 
在 I 上 , z 一 R 十 训 0<y<b, sz Ri y+2iRy, 所 以 
在 1 上 
1e-*| Es 6 一 RR 十 入 < ee+e 
由 此 得 到 
*。180 


之 be—R+b _>0 (R _ 士 co)。 


| edt 


| e-*dz—>0 (R -~> 十 co)。 
11 


闻 理 


在 HH 上 , zz 一 + 十 ib, 一 R 志 + 所 RR， 


Cs 2 0-2+bi)! 一 1 
所 以 得 | 
人 es dx 十 e2 位 e-*'e itdx 一 0， 
或 . 
取 实 部 得 
全 e ”cos 2pxdx 一 二 全 e-*’cos2bxdx 一 Ys er 


+% (+o _ 一 ， 

xl -21 =, —*i oo, 

| cd eedxz — A xe, 
—o0 


6. 证 明 B- 函 数 与 工 -函数 的 关系 式 
B- 函 数 与 工 -函数 的 关系 式 为 ; 
Tr | 
B(p,9) Fp + g) (p>0,9>0). (31) 


Gamma 函数 的 定义 为 : 
工 (P) 一 全 tle-dr 一 2 zt ie dx (p>0), 
容易 得 出 (p 二 1) 一 氏 (p)(p > 0)。Beta 函数 的 定义 为 ; 
Bp, 9) 一 | xt- (1 — x)-!dx 
一 2 coszp-igsin2-!6d6 (p> 0,9 > 0)， 


不 难 证 明 BC 十 1,4 十 1) 一 B(p,9). 


pq 
(p+4+1)(p + 9) 
证 明 公 式 (317 用 数学 分 析 的 方法 比 用 复 分 析 方 法 简单 。 为 此 
181， 


如 图 6-14 所 示 取 区 域 DICD,CD,;, 当 p > 1.4 二 1 时 ,由 请 积 分 
的 几何 意义 ,显然 有 
外 X207-1939-le- + drxd,y 


Di 


< | 2221y29 le (st drdy 


D2 


之 ‘| rp-lys le (s+ty) rdy. 
0 R/V2 人 尺 Di 


图 6-14 对 D, 上 重 积分 化 为 极 坐 标 形式 ,得 
R/VT RIVT 
2| xip-le~*dx 。 ?| y2-ie-ydy 
0 人 
Rfx/2 
< 4| | cos2p~10sin24-10718t9)1e drd8 
0 v0 
R R 
< ?| xz2trle- dr。 ?| 729 -1e -7 dy。 
0 0 


上 式 令 RR 一 十 oo 即 得 
rr) Bp 十 9) TT), 
所 以 当 p >> 1,4 > 工时 ,得 到 公式 
LT(pT(g) 
Blp, 9) 一 
(p, 9) Fp Fy 


再 分 别 应 用 递 推 公式 知 上 式 当 > 0, 49 > 0 时 仍 成 立 。 


(31) 中 令 p 一 9 一 过， 3 (2， 十) 一 x， 所 以 
r (7) — rT) = 


即 得 


7. 利用 多 值 画 数 求 积分 
当 0 < p < 1 时 ,由 (31) 式 得 
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FOTO 一 人 一 MI 一 六 一 | wel — eds 


-Ce 
| (TF ‘1+?z (1 十 27 
o -1 
一 『 忆 dd (32) 
0 十 区 . 


例 15 计算 积分 
-| Ed (0<p<1), 


L240 
1+2 
出 单 值 分 支 , 取 切 口 [0， 十 oo) 
的 上 边沿 f(z)》 为 正 值 的 那个 
单 值 分 支 。 选取 如 图 6-15 所 
示 的 回路 ,其 中 1 位 于 切口 
[0, 十 co) 的 上 边沿 ,1 位 于 切 
口 [0, 十 00) 的 下 边沿 , z = 一 1 
为 f(z) 的 一 级 极点 ， 由 留 数 
定理 


| f(z)dz 十 | f(z)dz 
十 | f(z)dz 十 | f(z)dz 
: — 2rxiRes(f;—1) = 2xi(—1)7! 


解 取 f(z) 一 ; 半 数 f(z) 在 C\[0, 十 co) 上 可 以 取 


一 2riece-Dxi 一 一 2riepni (33) 
在 Yr 和 7Y, 上 的 积分 有 估计 式 : 
- | 
| ad dz|<| -zl qz] 
“7R 1+% rr|z|—1 
Re-! 
< 页 T2zR 一 0 (R — + 00), 
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cd < | -El 
dz| 委 | 一 一 -一 |dz| 
| 二 [全 一 | 


72 1 
1 一 了 


在 了 上 ，z 一 xe**i, 所 以 


z?-1 r velepi 
[ea 


< 2xr 一 0 (r—+0). 


It 1 十 Zz R |1+r 
在 (33) 中 令 + 一 十 0，R 一 十 0o, 得 
人 z dz 一 ee ad dx = —2nxier'i, - 
eo 1 十 xz 0 1 十 .zx 
化 简 得 
er 
21 0 1 十 > 
或 
. | 8 一 dx 一 x _ 
0 1+x sin px 
利用 上 述 结果 ,也 就 证 明了 公式 : 


rT 一 加 = (0<p<1). 


例 16 计算 积分 
一 | logx 
i | a + 
解 取 fC 一 宁 人生 log z 在 CN\[0, 二 co) 上 取 主 值 
取 回 路 如 图 6-11 所 示 。 由 留 数 定理 
| flz)dz 十 | f(z)dz 十 | f(z)dz 十 | flz)dz 


一 2ri Res(f;i) = 2ri .4 (Ce ) 
dz \(z + i) 


= zji| - 1 2lo 3]| 
zz 二 Ti) (zx 十 让 


一 2i( 二 十 三 ) 


i si 
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2 一 -一 -十 一 | 《3 
2 4 
在 I 上 ,zz 一 一 x， 
[lg(—*x) ro | logr+xi 
| reodz | (1 十 | (1 十 xz) 
在 re 和 7, 上 的 积分 有 估计 式 : 
log > | log Rn . 一 一 > 3 
上 | < 2 (人 
1 
log 一 十 区 
log rr _ _ > 了 0 
| 6 od 和亲 二 7 一 0 


在 (34) 式 中 令 R 一 十 co，r 一 十 0, 得 


+ + 中 
2| log x dz 十 计 工 dx 一 一 工 十 ji。 
9 (1+ x 2 4 


0 (1 十 x ) 
上 式 取 实 部 得 
[~ _logx gr 
0 《1 十 生产 4” 
取 碰 部 得 
- 全 dz + 工 
ee (1 二 xz72 4” 


注 这 题 若 采用 上 一 题 的 回路 ,在 IIL 上 出 现 的 含 log zx 积 


分 正好 抵消 。 所 以 若 采 用 上 一 题 回 路 时 ,函数 必须 取 
2) 一 log’z 
f(z) + 
习 题 
1. 求 下 列 函 数 在 推定 点 的 留 数 ; 
(1) Se (a xp, pe0), z=— 0 
z3sin Pz 
SS—a 
s—b 


(2) log (axb), z=— %,; 
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2. 求 下 列 积 分 : 
(CD | dz 


el gn 2) 
(2) | VCs a) — bdzCa se BR> max(|al 5) 
平方 根 的 分 支取 在 oo 邻 域 展开 式 为 z 十 c, 十 …- 的 那个 分 支 。 


3. 若 2 是 fa 一 《oe 入 0) 的 极点 , 则 
Res(f; 2Z4) 一 一 -4 
4a* 


4 用 4 一 (n 十 小)n。 f(s) 在 包含 实生 人 域内 解 折 ， 求 证 


Res(Cif/ coszzyz。) — fCz,). 
5. 设 pg(z) 在 2 一 点 解析 ，o (ce) 六 .0, 证 朋 : 


4 1 | 一 和 4 dz (p 充分 小 ,4 为 常数 ). 


Po) 2xi Jis-e re pz) — pla) 
6. 设 9(2) 在 2? 二 4 点 解析 , 且 pg'(e) 在 0， 5 一 p(a) 是 函 
数 5) 的 简单 极点 ,其 留 数 为 4, 求 
Res(foep; a), + 
7. 若 f(z) 是 偶 函 数 , 且 是 CE 上 亚 纯 函数 ,证 明 : .: . 
(1) Res(f; a) 一 一 Res(f 一 0); 


(2) | fa)dz = 0,f(a) 在 1z| 一 R 上 无 极点 。 
8. 求 方程 于 十 13 对 十 15 一 0 在 圆 环 1 一 |z| < 2 和 2 < 
1z| < 了 内 根 的 个 数 ， 


9. 求 方程 x” 十 11z 十 9 一 0 在 下 列 区 域内 根 的 个 数 。 
(1) 3/4<|z|<1; (2) 1 一 |z| 一 .2; : 
(3) x > 0,y> 0; (4) x 一 0， y> 0。 
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10. 证 明 方程 (z 十 1)er* 一 2 十 2 在 右 半 平面 没有 根 . 
11. 证 明 方 程 z* 十 3z; 十 7z 十 5 一 0 在 第 一 象限 恰 有 两 个 
根 。 

12. 证 明 x+ 十 in 二 1 的 四 个 零点 都 在 贺 |z| < 广内 , 而 第 


-象限 内 恰 有 一 个 零点 ， 

13, 若 多 项 式 P(z) 一 x* 十 oz”! 十 … 十 a, 的 系数 满足 
jaxl 过 M (1 志和 wn)， 证明: 多 项 式 P(z) 的 零点 缘 位 于 圆 
lz| 二 1 十 M 内 。 : 

14. 若 多 项 式 P(z) 一 z* 十 azn"-! 十 .十 as 在 |z| 反 1 
上 满足 |P(x)| 志 M，、 则 多 项 式 的 零点 皆 位 于 贺 |z| < 1 十 M 
内 , 

15. 设 4 是 f(z) 的 孤立 奇 点 ,证 明 : 

(1) “是 f(z) 的 可 去 奇 点 的 充 要 条 件 是 4 是 F(z) 一 ef) 的 
可 去 奇 点 ; 

(2) “是 f(z) 的 极点 或 本 性 奇 点 ， 问 < 是 F(z) 的 什么 奇 
点 ? . 
16. 用 保 域 注定 理 证 明 最 大 模 原 理 。 
17. 设 f: D 一 G 是 解析 函数 ，F; G 一 C 是 非常 数 的 解析 
阴 数 , 若 F(f(z)) 在 D 上 为 常数 ,证 明 fz) 为 常数 . 

18. 证 明 : 如 果 p < 1, 则 对 于 充分 大 的 wm, 多 项 式 


Pz) =1 十 22 十 321 十 .… 十 nz" 


在 圆 |s| < e 内 无 零点 。 
19. 设 P,(z) = 了 十 z 十 十 .十 开 ， $。， 表 示 P,(z) 的 
. n 
个 零点 模 的 最 小 值 ,证 明 : 4 一 十 oO 时 ，5。 一 十 00， 
20 设 f(z) 在 D: 1z| 二 1 上 单 叶 解析 ,fC0) = 二 0, (0) 一 
1, 且 f(z) 不 是 恒 等 映射 。 证 明 : 像 域 信 D) 不 可 能 覆盖 |z| 一 1， 
, 187 。 


21. 设 f(x) 在 D: 1z| < 1 上 单 叶 解析 ， 且 映 注 单位 加 
iw| < 1。 试 求 f(x) 的 表达 式 ， 

22. 设 fl) 在 包含 1z| < 1 的 域内 解析 ,证 明 ; 

(GD 当 1z| 一 1 时 ，|f(2)| <1, 则 f(D 在 1z| <1 内 有 叭 
一 的 不 动 点 zo, 即 fz0) 一 zj 

(2) 着 1z| 一 1 时 ，lf(| 过 二 间 1 在 1z| 二 1 内 是 
有 不 动 点 ,证 明 如 果 有 不 动 点 , 则 不 动 点 唯一 《f(z) 非 恒 等 映 射 ). 

23. 求 下 列 积分 : 


GD 人 好 1 
a 
0 Yi 十 6xz 十 13 


G) | 二 辣 《4 为 自然 数量 * > 3)。 


24. 求 下 列 积分 ; 


”4d0 a 
(1) | 6 一 sing (lol > 1 


1 3 db 
2) 一 | 一 一 一 一 一 一 《lci 一)。 
02) 二 | i (< 


25. 求 下 列 积 分 : 


De (Ce> 9 


(2) 全 cosz 一 ce gy, 
0 人 


26. 来 下 列 积分 : 
(1) (a; 


x*—1 
(2) 全 xf icosxdx 《0 二 户 一 1) 《提示 : 考虑 图 6-16 所 
示 路 径 ) 0 
27. 计算 积分 f° e-**cosx?dx。《 提 示 ; 取 faJ 一 e-0-55， 
参考 图 6-12, 1: z= re's .) 
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图 6-16 图 6-17 


28. 设 为 ls 一 熙 一 > 在 单位 融 内 的 部 分 (图 6-17),>， 为 
单位 圆周 jz| 一 1 除去 落 在 圆 ls 一 1 < > 内 的 部 分 。， 证 明 ; 
(1) iim | 8 (1 — zx) dz 一 0; 


r》+ 


1si : r>+0 


(2) 定义 2 Ea, 一 im | 01 — sa,, 则 


| log |1 一 eld6 一 0) 
0 


(3) | log sin 6d6 ~ 一 xlog 2. 
和 
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第 七 章 调和 函数 


讨论 解析 函数 就 是 讨论 一 对 共 斩 的 调和 函数 ， 但 调和 函数 本 
身 也 是 一 个 重要 的 研究 课题 。 通 过 解析 函数 来 研究 调和 函数 的 一 
些 性 质 ， 处 理 起 来 比 实 分 析 方 法 要 简单 些 。 也 有 些 调 和 节 数 的 性 
质 不 能 用 解析 函数 来 处 理 ， 正 是 这 些 性 质 使 调和 函数 反 过 来 成 为 
研究 解析 函数 的 工具 。 如 利用 调和 函数 可 解 边界 值 问题 ， 我 们 能 
构造 多 连通 区 域 的 保 角 映射 函数 ,使 其 边界 预先 满足 某 种 对 应 , 然 
后 通过 幅 角 原理 论证 内 部 也 满足 某 种 对 应 。 具 体 构 造 映射 函数 已 
超出 基础 课 的 要 求 , 这 一 章 我 们 只 讨论 调和 函数 的 性 质 。 


$1 共 罗 调和 微分 与 Green 公式 


1.1 调和 微分 与 共 辆 调和 微分 


先 回顾 一 下 关于 调和 函数 的 定义 与 性 质 。 

定义 1 若 区 域 了 内 的 实 函数 w(x) 一 x(x,y) 在 D 内 二 次 连 
续 可 微 , 且 满 足 Laplace 方程 ; 

On On On 
入 4 

则 称 x(z) 为 也 内 的 调和 函数 . . 

若 忆 内 定义 的 复 函 数 f(z) 一 x(s) 十 iv(x)、 其 实 部 与 碰 部 
为 DD 内 的 调和 孙 数 , 则 称 fz) 为 复 调和 函数 。 若 w1(z)，w(z) 是 
D 内 调和 函数 ,c 为 实 常数 , 则 wu.《z) 土 ws《z), cm.(z) 也 是 D 内 的 
调和 函数 。 

引 理 1 着 从 56) 是 区 域 2 内 的 调和 函数 , f(x) 是 区 域 D 内 的 
解析 活 数 , 且 人 D)C98, 则 函数 x[ 帮 Go] 是 忆 内 的 调和 函数 。 
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证 明 ”由 复合 函数 求 导 公式 得 


站 
0 gr 末 + 训 让 
-~ a IO 
w[f(x)] 在 DD 内 
调和 。 证 毕 。 


引 理 2 若 * 一 0 不 属于 区 域 D, 则 x(s) 在 D 内 调和 的 充 要 
条 件 为 


On dn i 
-一 一 一 一 一 一 一 十 -一 -一 一 0 = 一 论 2 
a(logr) 60 (z ~ re ), 02) 


0 (+ Ou 过 Ow 
-0 + C0, 
" Br a 


证 明 只 要 证 明 在 D 的 每 点 x。 邻 域 V 一 VCzw;6) 上 (2) 式 与 
0 在 了 上 对 数 函数 可 取出 单 值 解析 分 支 5 一 log z， 


因 忆 一 一 关外 ， 无 仿 设 “一 log z 在 V 上 单 叶 , 且 把 7 映 为 单 连 


通信 城 反 函 数 z 一 e: 把 UU 上映 为 ,根据 引 理 1， 序数 w(x) 
在 V 内 调和 的 充 要 条 件 是 函数 w(e:) 在 口内 调和 , 即 

On Ow . 

a ay 0 (zg * + iy€éV) 
在 V 上 成 立 与 

Ou(e:) Ou( e:) 

96 一 on’ 
在 U 上 成 立 等 价 、 对 上 式 通过 5 一 log ze 一 log r + ig 回 到 变量 
z, 得 


一 0 (~é+in€0) 
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Ow dx 
Bogry 50: 
在 了 上 成 立 。 证 毕 。 

《2) 式 称 为 极 坐 标 形式 的 Laplace 方程 。 由 (2) 可 知 log ? 在 
不 含 原点 的 区 域 忆 内 调和 ， 

对 单 连通 区 域 D 内 的 调和 函数 w(x) ,一 定 存在 共 力 调和 函数 
%(z)。 但 对 多 连通 区 域 了 ， 一 般 来 说 没有 单 值 共 入 调 和 函数 。 我 
们 只 能 退 而 求 其 次 ,不 是 从 函数 出 发 ,而 是 从 微分 出 发 求 共 斩 调 和 
微分 。 由 

dx 一 (dz 十 dz)/2、，dy 一 (dz — ds)/2i 


一 0 


调和 了 数 w(x) 的 微分 可 写成 ; 
ou Bu Jy — Ou Bx 93 
du Bx dx 十 dy dy Dy dz 十 3 dz。 (3) 
定义 2 设 wn(z) 是 区 域 D 内 的 调和 函数 , 则 称 
__ Ou 8 1 i Ou Ou gs 
ay ard ii 
为 du 的 共 罚 调和 微分 , 记 作 *dw, 即 
on Ou ,i Ou ; Ou 
*dn By tard i dz 十 1 8 
若是 单 连 通 区 域 , 设 v(x) 是 x(s) 的 共 斩 调 和 冰 数 , 则 
-07 av J ou 
do 一 3 dx 十 3y dy 3y 
定义 3 设 f(z) 在 区 域 DD 内 解析 ， 则 称 f(z)4z 为 了 内 的 全 
纯 微 分 。 
引 理 3 设 wx(z) 是 区 域 D 内 的 调和 函数 , 令 
O40 Ou 
1(2) 一 ax ay 7 04° 


dz, (4) 


dx 十 Cdy — *du, 
Or 
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则 f(z)dz 是 了 内 全 纯 微 分 , 且 


f(z)dz = du + i*du, (5) 
证 明 由 一 2-94 一 0， 所 以 f(z) 在 D 内 解析 ， 故 
8 . zz 


(Ods 一 :32 dz 为 也 内 全 纯 微分 ,再 由 (3) + i X (4), 即 得 


du + dy = 2 04 dz = /0z)dz。 
RE3 


证 毕 。 

当 duw,*dx 限制 在 D 内 的 光滑 曲线 7 上 时 , 我 们 可 以 给 一 几 : 
何 解 释 。 设 :7 是 由 方程 x 一 2(#) 给 
定 的 定向 光滑 曲线 , « 一 argz"(#) 表 
示 z(t) 点 钓 单位 切 向 量 z 与 正 实 
轴 的 夹 角 ,已 知 ds 一 |dz|，dx 一 
coseds, dy 一 sin cd*。 设 闫 为 zt) 
点 单位 法 应 量 ,使 (n, 7) 成 右手 系 
标 架 。 令 "与 正 实 辅 的 夹 角 为 p， 
则 8=a--xrl/2 (图 7-1), dx 一 一 sinpds，dy 一 cosBds, 所 以 

Ou Ou | 


图 7-1 


= ( 巡 cosa 十 3 sine) ds = de, (6) 
sje Ou Ou 
d By dx 十 By dy 
| ap 人 Cos 有 十 下 sinp ) ds = ds, (7) 
这 说 明 du,*du 限制 在 Y 上 时 , 即 为 n(x) 的 切 向 导数 乘 4 和 
法 向 导数 乘 ds， 


引 理 4 设 wx(x) 在 区 域 了 内 调和 ， 可 求 长 Jordan 曲线 族 
Y= 十 Ti 二 十 77 所 围 成 的 # 十 1 连通 区 域 属于 D， 则 
+ 1493。 


| *dx 一 0， 
若 7 为 逐 段 光滑 曲线 族 时 , 则 


9x di 一 0. 


7 On 
证 明 由 引 理 3，dx 十 i*dw 一 f(z)dsz 为 也 内 全 纯 微 分 , 再 
由 Cauchy 定理 得 
| fas —0. 
对 上 式 取 七 部 , 即 得 
| *dx 一 0。 
证 毕 。 . . 
下 面 讨论 多 连通 区 域 D 内 调和 函数 有 单 值 共 轿 调和 通 数 的 充 
定义 4 设 DCC 为 # 十 1 连通 区 域 , C\D 的 第 x 十 1 个 
连通 分 支 BE,+ 包含 点 ，T; 为 只 环绕 第 ij 个 连通 分 支 E;(j = 
1,2,*…*,n) 的 可 求 长 Jordan 曲线 。x(z) 在 DD 内 调和 , 则 称 : 
K, -| *du | 
rs 
为 共 才 调和 微分 的 周期 ，{T;} 称 为 一 组 同调 基 。 
在 周期 定义 中 ,周期 K; 与 具体 的 T; 取 法 无 关 ( 参 看 第 四 章 第 
四 节 ), 称 {T;} 为 同调 基 , 意 即 对 DD 内 任 一 可 求 长 闭 曲线 T, 总 有 
J iar 包 "i | oo 
定理 1 设 DCC 为 # 十 1 连通 区 域 ,{T;} 为 一 组 同调 基 ， 
函数 w(x) 在 D 内 调和 。 则 w(z) 在 D 内 有 共 力 调和 函数 的 充分 
必要 条 件 是 : 所 有 共 轿 调和 微分 的 局 期 缘 为 零 ; 即 : 
x | “dx 一 0 (人 一 1 2 2)。 ~ 《9) 
证 明 若 w(z) 在 刀 内 有 共 斩 调 和 函数 "(z)， 则 *dx 一 dy， 
194。 


(8) 


由 阔 学 分 析 中 线 积分 与 路 径 无 关 的 充 要 条 件 得 
后 一 | a | de 一 (一 1, 2 …， 刀 )。 
反之 ,着 (9) 成 立 和 明显 等 式 | 、dv 一 0， 得 
| ax+iran—0 (一 1;2，……，1)。 


由 引 理 3，dx 十 irdx 一 了 (z)dz 为 D 内 全 纯 微分 及 第 四 章 定理 
10, 知 f(x) 在 D 内 有 单 值 原 函 数 FCs): . 
F(a) 一 | fe), zeD。 
上 式 取 实 部 得 四 
Re F(z) 一 | du == H(z) — yu(z0), 
这 说 明 w(z) 与 ReF (x》 只 差 一 常数 ,所 以 w(z) 或 ReF (2) 十 
u(x) 在 DD 内 有 共 罗 调和 也 数 ImF (x)， 证 毕 。 


1.2 Green 公式 


定理 2 设 函 数 wi(z),， wlz) 在 区 域 D 内 调 和 ,可 求 长 
Jordan 曲线 族 7 一 为 十 并 十 … 十 ?7 所 围 的 区 域 属于 D, 则 


| utdu, 一 urdu, 一 0。 (10) 


( 称 上 式 为 Green 公式 ) 

证 明 ” 先 设 D 是 单 连通 的 ， 这 时 “(zs) 有 共 恩 调 和 疯 数 
vi(z), 济 数 Fj;(z) 一 wj(2) 十 iv;(z)(i 二 1,2) 在 DD 内 解析 。 由 
引 理 3, f(z)dz 一 du; 十 iYdu; 一 dw; 十 idv; 为 D 内 的 全 纯 微 
分 ， 现 把 (10) 中 被 积 表 达 式 分 成 两 部 分 
Hz 一 du 一 Hdy, — Hsdyi = Hidy; + pid, — dmv1), (11) 
第 一 一 部 分 udvz 十 wdxz 是 全 纯 微 分 

° Cu + ivi) du -+ ido 一 FCs)f (xd)dz 
的 碟 部 ,由 Cau>hy 定理 得 


|， Mdy; 十 人 dz 一 mm | Fi(z)f(2)dz 一 0， 


第 二 部 分 d(wmew) 显然 有 
(acd 
因此 由 (11)， 
| ur dus 一 ur du 一 | Widy, — ud 一 0。 

若 也 是 多 连通 的 区 域 ， 用 添加 辅助 线 方法 把 7 分解 成 4 十 1 
条 简单 闭 井 一 TC# 一 11,2 十 1)， 每 条 简单 闭 曲 线 Pi, 总 
可 看 成 单 连通 区 域 Di:CD 内 的 简单 闭 曲线 (图 7-2)， 应 用 单 连 
通 区 域 的 结果 得 


| urduz 一 udu 一 0 (k=1,2,.…,% 二 1), 
(4 
将 * 十 1 个 等 式 相 加 , 即 得 
| ut di 一 ut du 一 0。 
证 毕 。 


$2 平均 值 性 质 


在 第 五 章 第 三 节 , 我 们 知道 若 f(x) 在 贺 环 + 二 1z| 二 KR 内 
解析 , 则 积分 
l | Hz) dz 一 上 | foei)d6 (r <p< R) 


2N1 Visimp % 2 
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与 o 无关 ; 其 值 即 为 jf(z) 的 Laurent 形式 中 的 系数 co。 对 阐 环 
内 调和 疯 数 有 下 面 定理 ， 
定理 3 若 w(s) 在 贺 环 R 一 1z| 一 R 内 调和 , 则 


『2z _。 
元 | u(reio)dO 一 alogr+p (CR 一 r-< R)， (12) 
LP 


其 中 a,P 为 实 常 数 。 
证 明 取 7: zl 一 nr 人 一 12)(R 一 mm < 一 R)， 记 
r=—7, 十 77, 令 ui(z2) 一 u (2), Mi(2) = logr, 并 注意 到 在 圆周 ， 


7; 上 


du On 


*dx 一 = 一 ds 一 。 rd0, 
0n or 
所 以 应 用 公式 (10) 得 
| ud0 一 log | ro dg 一 | ud0 一 bogr, | r, ax q0, . 
7 7 Or T， 7， Or 
这 表明 量 
| u(re 3)d0O 一 logr | r Ou do (13) 
Pa -Isr Or 


为 一 与 了 无 关 的 常数 , 记 作 2rp。 
辣 理 令 ui (x) 一 zw(z)， za(z) 一 1, 代 人 公式 (10) 得 


_| ,ou -一 | Ou 
| Dr 42 7， Br 42， 


这 表明 量 |，。 49 也 是 一 个 与 无 关 的 常数 , 记 作 


‘gr 


| r dd0 一 2ra。 (14) . 
ls er Or 


由 413) 与 (14) 即 得 
| _ zu(reie)d6 = 2ralogyr 十 2xp, 


2x 
1 | u(rei8)d0 = alogr + 0。 
2x.0 


。197。 


证 毕 。 
推论 1 若 w(z) 在 |z| < R 内 调和 , 则 
“(0) 一 | u(rei)d9 (0<r< R). 


证 明 让 GD 二 中 令 + ~ 0; 左 端 极限 为 4(0): 
lim 工 人 xp(reia)dg = «(0)., 


r=0 27 
所 以 必 有 a 一 0，p 一 x(0)，(12) 式 即 变 为 要 证 等 式 ， 证 毕 . 
推论 2 若 x(z) 在 0 一 |z| <.R 内 调和 , 且 |u(z)| < M， 
则 x(z) 可 调和 开拓 到 |z| < R。 
证 明 在 (12) 式 中 , 令 + 一 0, 左 端 为 一 有 界 量 ， 故 必 有 “一 
0。 由 (14), 共 罗 调 和 微分 的 周期 


2 
x,—| “dv 一 | du dg 一 2ru 一 0. 
is 0 Or 


由 定理 1 知 w(z) 有 共 斩 调 和 函数 v(z), 再 由 第 五 章 例 6 知 解 析 
函数 f(z) 一 w(z) 十 iz(z) 可 解析 开拓 到 |z| < R 内 , 故 w(x) 
可 调和 开拓 到 |zj < R, 即 补充 定义 wx0), 使 sx(s) 在 jz| 过 及 内 
调和 ,证 毕 。 | 
一 般 来 说 wu(z) 在 圆 |z 一 zj 二 R 内 调和 , 则 有 
u(z0) 一 1 人 xz 十 rei)d6 (0 和 一 R)。 
27 Jo 


上 述 公 式 称 为 平均 值 公式 。 平 均值 公式 与 函数 的 最 大 、 最 小 值 密 
切 相关 ,有 下 面 定理 。 

定理 4 区 域 上 非常 数 的 调和 函数 、 在 区 域内 取 不 到 它 的 最 
大 值 和 最 小 值 . 

证 明 设 *(s) 在 区 域 DD 内 调和 ， 先 证 它 取 不 到 最 大 值 ， 令 
M 一 supw(z)， 若 M 一 十 %0, 结 论 显然 成 立 .。 设 M < 十 co , 候 


设 有 一 点 wa。 《DD, 使 xu(zo) 一 M , 则 由 平均 值 公式 


2x . 
M = u(%0) 一 过 | u(xe + re)d0, 0<r<4d— dz,0D), 
no : 


。，198 。 


或 


x ; 
工 | [M— u(r t+ re d=0, 0<r<d. 
2x .0 


由 此 推出 
ul(zo ret)=M (0<r<4d, 00<2n), 
令 Di= {z€D: wu(z) = M}, Di— {z€D;: u(z) < M}. 
由 上 式 知 D, 为 开 集 ,又 由 连续 性 知 D; 也 为 开 集 ,显然 有 
DUD,= D, DD,= %, 
极 据 DD 是 连通 区 域 ,推出 D,,D， 必 有 一 为 空 集 . 若 D, 一 2 ,Di 一 
D, 这 时 w(sz) 在 DD 内 恒 为 M， 与 假设 x(s) 非 常数 相 了 矛盾 。 所 以 
D; 一 $$，D, 一 D， 即 w(xz) 在 DD 内 取 不 到 它 的 最 大 值 . 
因 一 x(x) 亦 为 了 D 内 调和 函数 ， 已 知 一 w《x) 在 D 内 取 不 到 它 
的 最 大 值 ,所 以 w(x) 在 D 内 取 不 到 它 的 最 小 值 。 证 毕 。 
类 似 于 解析 函数 最 大 模 原理 的 推论 ,我 们 有 下 面 推 沦 。 
推论 3 设 DD 为 有 界 区 域 ,，w(z) 在 D 内 调和 ,在 D 上 连续 , 则 
minu (z) wu(z) < max u(z), zf 站. 
若 u(x) 不 为 常数 ,上 式 中 严格 不 等 号 成 立 ， 
推论 4 设 D 为 区 域 ， 函数 x(s) 在 D 内 调和 ,V5 € 6D (& 
可 以 为 oo )。 


im ulz) < M, lim x(z) > m, 
D32 Dx 
则 
mu(z) < M, vz€D. 


若 w(s) 不 为 常数 ,上 式 中 严格 不 等 号 成 立 。 
$3 ”了 Poisson 公式 与 Poisson 积分 


3.1 Poissom 公式 
若 函 数 和 (oz]，w(z) 在 有 界 区 域 D 内 调和 ,在 六 上 连续 , 且 
.199. 


在 边界 98D 上 两 函数 信 相 等 , 则 由 推论 3 可 得 出 在 DD 内 (zx) 志 
w(s)。 这 说 明 调和 函数 的 边界 值 唯一 地 决定 其 内 部 的 值 .Poisson 
公式 就 是 用 调和 函数 在 圆周 上 的 值 来 表示 其 圆 内 的 值 。 给 出 Po- 
isson 公式 前 , 先 要 作 些 准备 工作 . : 

定理 5 (Sehwarz) 设 函数 f(z) 一 w(x) 十 iv(s) 在 加 
1z! 二 R 内 解析 ,在 闭 圆 |z| < R 上 连续 , 则 


fo 一 工 | 和 u(£)d0 + ilmf(0) 


27 Jiti=R 一 
Ll 立 十 2 de 
2 ) 了 人 + ilmf(0), 


|z| < RA, Re 
证 明 当 1 二 R 时 ,由 Cauchy 公式 得 、 
SO un (15) 


fc 1 上 
fc) 一 27i a CO—% 4 去 上 inR COCO— 
又 由 Cauchy 定理 
| KO a 
ER — RI/z 
注意 到 R? = 5L， 将 上 式 化 简 社 
| 站 全 ab 一 0， 
对 上 式 取 共 斩 得 
| 3 db 一 0。 (16) 
Im 及 ” 


〈15) 十 《16) 得 


1 C12) 十 sf ， 
fa) 一 | St ao 一 


- 了 Et 
2n | 《一 7 #5)d0 + | v5)d0 


1 fs 
云 | 2 一 #5)d0 十 iImf(0)。 
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证 毕 。 
引 理 5 设 us) 在 1z| < R, 内 调和 ，R < Ri, 则 当 1z| < 
R 时 ， | 
1 | 及 :一 |z|’ 


一 中 一 一 一 一 Reid, 17 
“一 二 | 和 二 和 bdg, Ree, (17) 


证 明 在 单 连通 区 域 |z| < Ri 内 ,调和 函数 w(z) 有 共 轿 调 
和 函数 v(x), 所 以 f(z) 一 w(x) 十 iv(2) 在 |z| 过 RR 内 解析 ， 特 
别 在 jz| 过 R 上 解析 。 由 Schwarz 公式 得 


f(s) 一 二 | SE 5)d0 十 ilmfK0)， lz| < R， 


‘eR 
上 式 取 实 部 , 即 得 ctr 
w(#) 一 | Re St wt)d 
_l 及 :一 ab， 
支 | ‘wR | 一 2 《546， 


证 毕 ， 
定理 6 (Poiseon 公式 ) 设 函数 uw(s) 在 |z| 一 R 内 调和 ,在 
jz | < 上 过 六 则 当 1z| < 尺 时 ， 


一 二 R’?— |z|? pai 
w(x) 一 je FE 一 一 wxC5)d0， ¢ = Rei9。 


证 明 任 取 0 <r<1, 则 wxrz) 在 |zl < 呈 一 R, 内 询 和 |， 
由 引 理 35, 当 |z| < R 时 有 


zw(rz ) 一 二 | 站 | zr u(r&)d6, [a 一 Reie。 (18) 
4(#) 在 |z| < R 上 连续 ,所 以 + 一 1 时 ,在 [ii 一 R 上 wrt) 
一 致 地 趋 于 x()。 站 机 
R:— sl: -及 十 | 
i R—|z|” 


即 二 站 在 15| 一 人 上 一 至 有 界 ,所 以 7 一 1 时 ,在 151 一 
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R 上 一 致 地 有 


lal tn) ll 
A 


这 样 对 (18) 式 令 + -> 1 取 极 限 , 即 得 
u(x) 一 | 及 一 |z| (rd0, = Re 


2 Je IC— 2|’ 
注 1 在 (17) 式 中 , 令 z 一 rei?, 得 
HW(rei?) 一 二 |， 大 一 RD Re Tr uC Reis)d0, 
在 实 变 函数 中 常用 上 面 形 式 的 Poisson 公式 ,而 在 复 变 函数 中 常 
用 (17) 形 式 的 Poisson 公式 。 
注 2 在 (17) 式 中 , 令 u(x) 三 1, 得 


2 2 
1- | 及 一 |z[ 9g, 4 Reie. 
27 J sing oe 


说 明 Poisson 核 是 正 的 ， 即 二 .全 = 和 二 ~ 0 而 且 积 分 为 1 


注 3 当 |z| 二 R 换 成 |z 一 a| 二 R 时 ，Sehwarz 公式 应 
为 ( 设 Im Ka) 一 0): 


1(2) 一 二 Lr)d0, Ca Re; 
it—aimR Co—% 
Poisson ex 
wu(z) 一 二 | 尼 一 |z 一 co u(L)d0, Ct a Re's. 
I5—aieR 位 一 2 


3.2 ”Poisson 积分 


Poisson 积分 要 解决 如 下 问题 : 在 圆 域 的 边界 上 给 定 一 实 连 
- 续 函 数 , 问 是 否 存在 一 函数 x(z), 它 在 圆 内 调和 ， 在 闭 圆 上 连续 ， | 
并 在 边界 上 取 给 定 连 续 函 数 的 值 。 这 个 问题 称 为 Dirichlet 问 
题 . | 
定理 7 〈Poisson 积分 ) 没 函 数 w(5) 在 15| 一 1 上 遂 段 连 
. 202， 


续 , 则 函数 
“) — | 1— |zl? (rya0, t= eo (19) 


2x J | — 2|? 


在 zy] < 工 内 调和 ,在 愉 纪 的 连续 点 5 ,有 


lim w(x) = 以 co)。 (20) 
‘2 
证 明 先 证 wx(z) 在 1z| < 1 内 调和 。 当 |z| 二 1 时 ， 
! 1— |z)? 1 [1 |s) 
二 | 1 ul(L)d0 一 去 | 区 一 xn(ei)d6， 


根据 数学 分 析 中 黎 曼 可 积 性 , 它 确定 1z| < 1 内 函数 w(z)。 因 积 
分 


1 十 = wx 一 - 虐 | 了 十 Ea 
二 | 一 2 《5746 2xi | 一 z “(5) [i 


C4 2 

-二 | Et 
为 Cauchy 型 积分 ， 由 第 四 章 引 理 2〈 引 理 2 中 假定 边界 函数 连 
续 , 事 实 上 逐 段 连续 时 引 理 2 仍 成 立 ), 上 述 两 个 积分 表示 1?| 二 1 
内 的 解析 函数 ,所 以 项 数 


1 十 zx 
(zs)= 
fC2) 2r | “一 2 «(5)d0 


5 -一 和 


在 1z| 和 1 内 解析 ,而 wx(s) 一 
Ref(z)， 故 w(x) 在 |z| 二 1 内 
调和 |. 

其 次 证 (20) 式 ， 由 条 件 知 
Vs >>0,36>>0, 当 lt 一 如 一 
6 时 ,|w(Z) 一 we < 二 6 令 
M 一 sup |x(5)|。 把 单位 图 局 
记 为 《. 将 C 分 成 两 段 Cs 与 
C\Css 其 中 C, 一 CNV(6;6) 
(图 7-3)。 由 注 2 有 
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“CD — ut) — | 1— ls) [Cr) — u(t,)]Jd6 


2x Ji 一 2 
IT- ， 
.2 人 z]? [u(&) 一 以 各)]d6 
二 Te [xD 一 xie)]dO 
一 工 十 开 。 
估计 积分 I; 
1 1~ 1 
lll < py Ia a sd6 
i 
< 这 | .- 15 一 zx dO 一 8; 


估计 积分 :我 们 限制 ,使 1z 一 56l 一 512, 则 当 《“e CNC。 时 ， 
i 一 z| 之 65/2, 所 以 - 
< 二 1 一 jz ya- MI 1~lsl: dg 


2x ccs [EL— zl? x 3 
二 4 ea 2 8M 2 
< 
取 5 一 min ( 芋 ， 过 当 jz 一 | < 61 时 ， 


8M 3 8M 16M 

< ll YS Oa ee DU 

这 样 当 1z 一 如 过 51 时 ， 
laC2) 一 zt) < 111 + [1 < 28, 
即 . 
limu(x) ~ (60), 

证 毕 , - 
推论 5 若 fo) 在 1t| 一 1 上 连续 , 则 存在 函数 nz), 它 在 
Iz| 二 1 内 调和 , 在 lz| 志 1 上 连续 , 且 在 15| 一 1 上 取 和 值 为 
ft). 
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证 明 定义 


工 1 一 |z te oid <- 
u(%) 一 2x | 此 一 二 所 7)d0 C¢ et), 当 |z | 1 、 
fm)， 当 1z| = 1。 


由 上 一 定理 见 可 看 出 泣 数 w(z). 满足 推论 要 求 证 毕 ， 
.上 过 wx(z) 也 记 作 PjC2)。 


$4 几 个 等 价 命题 与 Harnack 原理 


“41 调和 函数 的 几 个 等 价 命题 - 


在 今 ! 述 命题 之 前 , 先 定义 两 个 术语 。 
设 函 数 x(z) 在 区 域 了 内 连续 ， 
-1) Yzo€《 DD, 对 邻 域 V(xo;5)CD, 使 得 
go) = 1 | u(xo + reio)d0 (0 < 过 +r < 6), (21) 
2 .0 


则 称 函 数 w(sz) 在 D 内 具有 平均 值 性 质 . 

若 (21) 中 “一 ” 换 成 < 入 ”, 则 称 x(z) 在 冯 具有 次 平均 信 作 
质 . 

(2) 若 w(x) 在 D 内 不 为 常数 ， 函 数 在 DD 内 必 取 不 到 它 的 最 
大 最 小 值 , 则 称 wx(s) 在 了 内 满足 最 大 .最 小 值 原 理 。 

定理 8 若 函 数 w(x) 在 区 域 DD 内 连续 ， 则 下 列 三 个 命题 等 
价 ; 

(1) 通 数 x(s) 是 内 的 调和 函数 ; 

《2) 通 数 x(2) 在 刀 内 具有 平均 值 性 质 ;， 

(3) 对 任 一 子 区 域 G9CD 和 9 内 任 一 调和 画 数 #(s)， 函 数 
w(x) 一 h(z) 在 2 内 满足 最 大 、 最 小 值 原理 , 

证 明 《1) 一 > (2) 的 证 明 见 第 2 节 推 论 1, 

(2) = 之 (3) 因 项 数 wx(z) 一 h(x) 和 一 x(《z) 十 h(x) 在 区 域 
0 内 具有 平均 值 狂 质 ， 根 据 第 2 节 定 理 4 的 证 明 方 法 ,可 证 
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u(z) 一 Cz) 和 一 x(sz) 十 h(x) 在 2 内 满足 最 大 值 原理 ， 所 以 
ulz) 一 h(z) 在 9 内 满足 最 大 ,最 小 值 原理 ， 

(3) 一 > (1) 只 要 证 w(x) 在 D 的 每 点 邻 域内 调和 。 为 此 
Yzoe 卫 ， 取 7(zo0)， 使 7(zo;5)CD。 利 用 函数 u(x) 在 贺 周 
15 一 zl 一 6 的 值 xs), 构 造 调和 函数 
A -| dO Ct det, 


JS 一 2 

如 推论 5 补充 定义 1 一 sol 一 5 上 的 值 后 ,ps) 在 改 一 zol 一 8 
内 调和 ,在 18 一 zo| 委 9 上 连续 , 且 在 1 一 | 一 6 上 有 CD) 一 
w()。 由 假设 函数 x(s) 一 h(x) 在 VC%,;5) 内 满足 最 大 、 最 小 值 
原理 ,因此 在 边界 i; 一 x。| 一 6 上 取 到 它 的 最 大 、 最 小 值 ， 布 函 
数 w(z) 一 h(x) 在 15 一 z%| 一 8 寺 恒 为 零 ， 故 在 V(xo;5) 内 
也 恒 为 零 ， 即 在 (zo;6) 内 w(x) 二 As ， 这 说 明 函 数 x(s) 在 
V(x;6) 内 调和 ， 证 毕 . 


4.2 Harnack 原理 


定理 9 (Harnack) 设 函 数 w,(z) (x 一 1,，2，.…) 在 圆 
lz 一 zl 二 R 内 调和 , 且 在 圆 内 满足 ww (z) < won(z) (n 一 1， 
2,……)， 则 函数 序列 {w,(z)} 在 圆 内 或 内 闭 一 致 趋 于 十 oo ,或 内 
闲 一 致 收敛 于 调和 函数 w (2)， 

证 明 考虑 递增 数列 {wx.《z,)}。 车 Bm walz0) 一 十 co， 证 


{wa(z)} 在 圆 内 内 闭 一 致 趋 于 十 0; 若 Im #20) < +00, 证 序列 
{za(《z)} 在 圆 内 内 闭 一 致 收敛 ， 

Vr 过 R,，3o, 满 足 r<pop<R, 当 lz—zl rRr>m 
时 ,由 Poisson 公式 得 

#2) — Walz) = | il [z 一 2 


NS5-s0 .=p I 一 z|? 
* [uC) 一 uml)1dO 
= + ve). 
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利用 Poisson 核 的 正 值 注 和 这 列 溢 增 性 可 得 


Ee le < 0 


外 一 | 一 30 _ 
< (pop—lz— zo | > [wz0) umCz0)]. 


因此 当 |z 一 zl <r 时 ,有 


LT [zs(zo) — un(20)] < Hs2) — ums) 
2 十 7 


< HS Lu) 一 wo(zo]。 (22) 


荐 lim wl.z6) 一 十 co， 固 定 记 及 wmn(z) 在 jz 一 zl 所 > 上 有 


界 , 由 (22) 式 左 端 不 等 式 即 可 看 出 序列 {w,(z)} 在 jz 一 az 委 * 
上 一 致 趋 于 十 ， 所 以 序列 fx,(z)} 在 jz 一 az 二 尺 内 内 闭 一 
致 趋 于 十 2。 

者 lim ws(ze) < 十 c2， 由 (22) 式 右 端 不 等 式 和 收 俩 原理 ， 即 


可 看 出 序列 {wz)} 在 |z 一 a| 之 + 上 一 致 收敛, 所 以 序列 在 
|z 一 sl < R 内 内 闭 一 致 收敛 。 设 内 闭 一 致 收敛 于 函数 #(#), 

余下 证 w(z) 在 |z 一 al 二 R 内 调和 。 容 易 证 明 函 数 4(z) 
在 jz 一 中 <R 内 连续 ，Vr<R, 当 |z 一 zi 过 + 时 ,由 
Poisson 公 
ald) — | 9, 《一 和 十 re 

到 je， 一 
因 [ws(e} 在 lz 一 al 之 + 上 一 致 收 剑 于 w(z) ,所 以 对 上 式 取 
极限 但 
[y= rls— zo pe 
wa) 一 革 | i dO, Cot re 
根据 Poisson 积分 定理 ，w(z) 在 |z 一 zo| 二 r+ 内 调和 ， 由 ?的 
任意 性 知 wa 在 jz 一 zl 二 内 调和 。 证 毕 。 
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$5 次 (下 ) 调 和 函数 


调和 函数 的 基 木 问题 是 Dirichlet 问题 ， 当 区 域 是 圆 时 ,我 
们 用 Poisson 积分 解决 了 Dirichlet 问题 。 解决 一 般 区 域 的 
Dirichlet 问题 ,需要 用 到 次 调 可 函数 概念 ， 次 调和 函数 本 身 也 有 
独立 的 意义 ,如 解析 函数 的 模 症 区 域内 的 次 调和 函数 。 

在 一 维 情形 、 调 和 函数 即 为 线性 函数 ， 凸 函数 就 是 次 调和 函 
数 。 区 间 《e,5) 上 凸 函数 f(x) 的 定义 为 : 对 (oe,5) 上 任 一 子 区 
闻 [xz]; 过 (zi,f(n4)) 和 (x;,fx,)) 两 点 作 线性 函数 ( 即 直线 
嫂 ) Lx) ,着 xe 《xisx1) 时 ， 有 f(x) < 1(x)， 则 称 f(x) 为 凸 函 
数 。 定 义 用 到 在 区 间 [zuxz] 端点 取 指定 秆 的 线性 函数 1(*) 一 
定 在 在。 对 二 维 情 形 ， 在 子 区 域 9 忆 了 边界 上 取 指 定 值 的 调和 孙 
数 是 否 存在 , 正 是 我 们 要 解决 的 问题 ,所 以 上 述 凸 函数 定义 无 法 移 
植 到 二 维 情形 。 为 此 ， 我 们 修改 凸 函数 的 定义 为 : 对 任 一 子 区 间 
(xxza) 和 子 区 间 上 任 一 线性 函数 h(x), 若 He) 一 h(x) 在 x， 
*,) 上 满足 最 大 值 原 理 ( 即 如 果 有 一 点 为 E (x1，x2) 取 到 它 的 最 大 
值 , 则 zx) 一 A《x) 在 (x1,x;) 上 为 常数 ), 则 称 了 (x) 为 区 间 Ce,5) 
上 的 凸 函数 。 可 以 证 明 这 两 个 凸 函数 定义 是 等 价 的， 而 后 一 定义 
可 推广 到 二 维 情形 . 

定义 5 函数 。(s) 在 区 域 了 内 连续 , 若 对 任 一 子 区 域 90CD， 
和 人 2 内 任 一 调和 沙 数 h(z) ,函数 v(z) 一 h(x) 在 9 内 满足 最 大 值 
原理 , 则 称 vz) 是 DD 内 的 次 (下 ) 调 和 函数 。 

定义 中 取 0 一 D,4(z) = 0, 得 到 次 调和 函数 v2) 若 不 为 党 
数 ， 则 在 D 内 取 不 到 它 的 最 大 值 ， 由 定义 可 知 调和 函数 也 是 次 调 
和 函数 . 

引 理 6 函数 "(z) 在 区 域 了 内 连续 ， 则 v(z) 是 DD 内 次 调和 
函数 的 充 要 条 件 为 : v(z) 在 D 内 每 点 的 一 个 邻 域 内 为 次 调和 |， 

证 明 必要 人 性 最 然 ， 证 充分 性 ， 对 VY8GD， 和 0 内 任 一 调 
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和 函数 h(z) ,要 证 v(s) 一 h(z) 在 2 内 满足 最 大 值 原 理 , 只 要 证 
若 z。 < 8,v(z) 一 hl(z) 在 zo 点 取 到 最 大 值 MM: 
vlz) — hlz) vz) — hl%o) = M, Vz€ 9, 
则 zx(z) 一 h(z) 在 Q 内 为 常数 M， 为 此 令 
OQ. =— {2z€ OQ: vz) — hlz) ~ M}, 
| 9,= {2€ 0: sv(s) — h(z) < M}. 
若 zk 91, 由 条 件 3V(z1;6)CD， 函数 v(z) 在 V(z1;6) 内 为 次 
调和 ,无 妨 设 V(z1;6)C QA 否则 可 缩小 5), 函数 Cs) 一 As) 在 
V(z1;6) 内 满足 最 大 值 原理 , 而 以 zi 一 人 zz) 一 M， 故 vs) 一 
h(x) 在 VCz;;5) 内 为 常数 M, 即 VCz1; 6)C9,, 这 说 明 9, 为 开 
集 , 又 由 过 续 性 知 0; 也 是 开 集 ， 因 OU9,=— 9, 090,— 8 
及 QQ 的 连通 性 ， 所 以 2.，2， 中 必 有 一 个 为 空 集 ， 而 zc 01， 族 
090; 一 $，01 一 8， 这 证 有 明了 v(z) 一 hl(z) 在 Q 内 为 常数 ”证 
毕 。 
定理 10 ” 若 函 数 v(z) 在 区 域 DD 内 连续 , 则 v(z) 是 D 内 次 
调和 函数 的 充 要 条 件 为 : Vzo6 D,3 邻 域 V(zo;6)CD, 使 得 | 


2 
v(z0) 二 | v(xo + reit)dO, 0<r< 6(z), 
no 


即 v(x) 在 D 内 具有 次 平均 值 性 质 ， 
证 明 必要 性 Yzo€ED, 取 5 一 dz， 9D) > 二 0， Vr < 6, 
在 VCz6;r) 上 利用 Poisson 积分 构造 函数 


1 le zol’ _ , 
2n J, 此 一 zj zi)d0，“ 一 2o 士 ret 


由 推论 5 知 As 在 VC(zo;r) 内 调和 ,在 V(z,;r) 上 连续 ， 且 在 
边界 1 一 zl 一 + 上 从 一 的 ， 由 定理 息 设 ,函数 "(z) 一 
h(z) 在 F(zojr) 内 满足 最 大 值 原理 , 因此 >"(s) 一 4(z) 在 Plz; 
r) 的 最 大 秆 在 边界 的 点 取 到 ， 而 "(z) 一 h(z) 在 边界 上 恒 为 零 ， 
所 以 在 Vw;r) 内 

vz) — hl 0 
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特别 在 % 点 有 
ozo) < hha) 一 上 上 | tye 
2 J 让 一 wotmr 


一 工 六 vy(zo 十 rei)d6.。 
27 .0 


充分 性 ” 任 给 子 区 域 0CD, 和 0 内 任 一 调和 函数 h(xz)， 要 
证 v(x) 一 h(x) 在 8 内 满足 最 大 值 原理 ， 由 定理 假设 ， Vz 0, 
3V(zo;6)CCO， 使 得 | 

v(z0) 一 hzo) < 委 一 37 -i [o(z 十 re) 一 hlzo 十 re )]d0 


(0<r< 6), 

即 函 数 v(xz) 一 4(s) 在 2 内 具有 次 平均 值 性 质 . 然后 用 引 理 6- 
中 连通 性 方法 , 若 w"(s) 一 As) 在 2 内 一 点 取 到 最 大 值 , 则 它 在 2 
肉 恒 为 常数 (参看 解析 函数 的 最 大 模 原理 证 明 )， 即 v(z) 一 h(x) 
在 2 内 满足 最 大 模 原 理 。 证 毕 。 

根据 定理 10 ,容易 推出 次 调和 函数 的 下 列 泪 质 : 

性 质 1 若 "(s) 是 区 域 了 内 的 次 调和 函数 ，e 之 0, 则 cv(z) 
是 刀 内 的 次 调和 函数 ; 

性 质 2 若 v(x) ,v(x) 是 区 域 了 内 的 次 调和 函数， 则 

(1) vi(z) 十 ww(z) 是 忆 内 的 次 调和 函数 ， 

(2) >"(z) 一 max(vi(z) ,v2(z)) 是 D 内 的 次 调和 疗 数 ; 

性 质 3 若 vx) 是 区 域 D 内 的 次 调和 函数 ，V(z0;r)SD， 
P,(z) 表 示 以 (51 一 zo| 一 +》 为 边 值 的 Poisson 积分 , 则 函 


数 P, (xz) EV(z0;r) 
~ sth) 2 Zo037), | 
“9 一 {2, zeE D\V zor). 
为 D 内 的 次 调和 函数 : 
证 明 ”我 们 只 证 性 质 3， 显 然 函 数 zz) 在 DD 内 连续 ， 当 > 
满足 1z: 一 so| 二 + 时 ,由 假设 35 >> 0, 有 


2x . 
v(z1) 所 云 L 全 oz(zi 十 oeie)d6，0<p<<5 
nT/0 


ss 21]0。 


从 次 调和 函数 定义 不 难看 出 在 D 内 "2) 委 式 oz]， 和 zl) 一 
5z,), 所 以 0<p < 51 时 有 
(Cz1) 魏 1 人 sz 十 osi3)d6。 
2 J0 - 


当 z 属 于 VCzoyr) 或 D\WVCw;r) 时 , 习 人 之 0, 使 0<p 二 6 时 
上 式 成 立 、 这 说 明 函 数 242) 在 忆 内 具有 次 平均 值 性 质 ,由 定理 10 
得 出 区 2 为 也 内 次 调和 函数 ， 证 毕 ， 

和 类 似 于 调和 函数 三 个 等 价 全 区 ， 允 于 次 调和 函数 除了 定理 10 
所 述 两 个 等 价 命题 外 ,也 有 下 面 定理 。 

”定理 11 若 函 数 "(z) 在 区 域 D 内 二 次 连续 可 微 ， 则 函数 
v(z) 是 DD 内 的 次 调和 函数 的 充 要 条 件 为 : 


在 DD 内 成 立 。 
证 明 充分 性 先 设 Av > 0. Y 子 区 域 CD 和 内 任 一 
调和 函数 h(xz), 在 8 内 有 | 
Al(yv — h) > 0, (23) 
则 2z(z) 一 4(z) 在 2 内 取 不 到 它 的 最 大 值 . 如 其 不 然 ， 存在 
各 € 9 函数 v(x) 一 从) 在 zz, 到 到 它 的 最 大 值 ， 由 数学 分 析 中 极 
值 必 要 条 件 得 
(vO— bh)| 
dx? 
因此 A(v 一 4)|, 二 40, 这 与 条 件 (23) 相 矛盾 ,所 以 v(x) 是 DD 内 次 
调和 函数 , . 
其 次 设 Av 守 0, 令 we(s) 一 gs) 十 sizl 则 Am >>0. 由 . 
上 面 证 明知 v.《z) 是 D 内 的 次 调和 函数 ， 当 6 一 9 时, ve(z) 在 D 
内 内 闭 一 致 收 纹 于 v(s)。 所 以 由 sv.(zx) 在 D 内 具有 次 平均 值 性 
质 ,可 得 sv(s) 在 D 内 具有 次 平均 值 性 质 , 即 得 v(z) 是 D 内 次 调和 
汲 数 ， 


<0, -一 = 一 一 | 0, 


和 oay’ #0 
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必要 性 “用 反 法 法 。 若 3zoe D,Av|,, < 0, 由 连续 性 37(zo; 
+)CD，, 使 得 在 V(zo;r) 内 有 Av(z) < 0。 由 充分 性 证 明知 消 
数 一 vz(z) 在 了 (zxojr) 内 为 次 调和 函数 , 记 As) 是 以 v(5)(15 一 
so| 一 7) 为 边 借 的 Poisson 积分 , 则 一 v《z) 十 As 在 V(zo;7) 内 
满足 最 大 什 原 理 ， 而 它 在 边界 i$ 一 zol 一 + 上 便 为 零 ， 所 以 在 


VCzo;r) 内 
一 v(z) 十 h(z) 之 0 或 ps) < 委 o(s)。 


由 定理 假设 vz) 是 V(zo;7) 内 的 次 调和 函数 , 同 理 可 得 在 V(x; 


r) 内 

zftz) 一 Rsz) 0 或 v(z) bh(2), 

由 此 推出 在 VCw;r) 内 v(z) = 办 Ce， 即 有 Av 一 0, 这 与 Av 一 
0 矛盾 。 这 矛盾 说 明 反 证 法 假设 不 成 立 , 即 Av > 0。 证 毕 。 

注 上 面 次 调和 函数 定义 中 ,前 提 是 函数 "(z) 连 续 。 其 实 一 
般 的 次 调和 函数 定义 中 ,只 要 求 (zs) 为 也 内 的 上 半 连 续 函 数 。 设 
DD 为 区 域 , D 上 给 定 函 数 v:D 一 [一 co, 十 co),Vzoe D, 有 
im ,0x) < y(z20), 

则 称 v( 为 内 的 上 半 连 续 函 数 ， 这 时 前 面 的 定义 ， 定理 和 性 质 
仍 成 立 。 如 函数 f(x) 在 区 域 D 内 解析 ， 则 log |{(z)| 是 上 半 连 
续 函 数 。YVzo€ D， 若 也 zx) 关 0，log [f(z) | 在 z, 邻 域 调 和 ; 若 
f(z6) 一 0，log | 其 ze)| 一 一 0, 所 以 log |f《x) | 在 D 内 具有 次 平均 
值 性 质 , 故 log |f(s)1 为 了 内 的 次 调和 函数 ， 


$6 Dirichlet 问 题 


这 节 讨 论 一 般 区 域 上 的 Dirichlet 问题 ， 设 DD 为 有 界 区 域 , 边 
界 3D 记 为 T, 可 以 由 几 条 简单 闭 曲 线 组 成 ,函数 j(2) 在 上 连 
续 。 所 谓 Dirichlet 问题 , 即 求 方程 
人 一 0， 
ulr = C2) 
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的 边 值 问题 解 。 下 而 讨论 时 对 大 妇 只 假定 逐 段 连续 , 且 
1IK5 EM, tel, 
记 满 足下 列 条 件 的 消 数 集合 为 绍 (f): 
(1) v(z) 是 万 内 的 次 调和 函数 ; 
(2) VET， lim. vx) < fHL), 


(2) 中 不 等 式 症 说 : Ve > 0，37( 6), 当 xz€V(L36)ND 
时 ,有 "(z) < 人 5)++ 6 

容易 看 出 函数 集合 多 (1) 具 有 下 列 性 质 

性 质 1 寅 (有 非 空 ,事实 上 v(x) 二 一 ME 络 (f); 

性 质 2 若 2306 BH), 则 v 一 max(y,Y1)€ 绍 (1)， 一 般 
地 若 p52, ,vs 角 (), 则 vv 二 max(viyv2 on)6 有 (有 

性 质 3 若 ve 绍 (), 则 在 令 域 V(zo;r)CD 上 修改 成 调和 
滔 数 的 函数 

| ~ P,(z), z€V(z;r), 

| ?2 一 {i zz€D\V(z0;r), 
仍 属于 名 (f); | 

性 质 4 若 ve 娩 (), 则 在 D 内 有 vz) < MM. 

定理 12 令 x(z) 一 .Su 2(z)， 则 能 数 x(s) 在 区 域 刀 内 调 
和 和 |。 
”” 证明 由 函数 类 绍 (f) 的 性 质 4, 知 w(xz) 和 < M。 要 证 它 在 
DD 内 调和 ,只 要 证 Vze D，3V(zo;r)CD, 函 数 (2) 在 VCso;r7\ 
内 调和 。 

由 wz) 定义，3 v。€ 鹏 ( 力 ,使 得 

lim vlz0) 一 uz0), (24) 

令 Vi=v T= max(v v2) VV — max(visVy 0 
“ 岂 于 性 质 2, 知 Ye 络 ( 有 )(n 一 1,2,:……), 且 序列 {V,《z)} 在 D 内 
递增 。 再 令 


Py,(z), zEV(z0;7), 


Fn) {ys, 3€ DANFCzoir)。 
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由 于 性 质 3, 这 ,¢《 家 (和 ， 序 列 你,(z)} 仍 在 DD 内 递增 , 且 在 
7(zor) 内 调和 。 根 据 Harnack 原理 ，{ 了 ,Cz)} 在 YY(zeir) 内 内 
闭 一 致 收敛 于 一 调和 冰 数 U(z)。 在 D 内 有 
on(z) EV) EV 2) 过 xz(o)。 
由 (24) 式 与 上 式 可 得 
U(z0) 一 limV,(z,) = u(z,), 
le < uz), zEV(z0;r), 
要 证 wz) 在 V(zo;r) 内 调和 ,只 要 证 在 该 邻 域内 UCz) = x(2)， 
也 就 是 证 对 VCzo;r》 内 任意 一 点 zi, 有 . 
U(s,) = uCzi), (26) 
为 了 证 明 (26), 我 们 故 技 重演 。 由 w(z1) 的 定义 ， 3 wi€ 
绍 (1), 使 得 


(25) 


lm w,(z1) 一 (21), (27) 

令 Wi 一 max(wi,V,),W, 一 max( ws wasP,), 5 sW ,= max( wi, 
2 Ws V,),s …， 则 W,e€ Bn 一 1，2， … 且 序列 
{W(x)} 在 DD 内 递增 ， 再 令 

~ Pw (2), ZE€ 到 (xz)， 

Wa) {yey ze D\V(z0;7). 
则 沈 ,e 多 (f)， 序列 { 户 ,(z)} 仍 在 了 内 递增 ， 且 {这 ,(x)} 在 
7(xojr)》 内 调和 。 由 Harnack 原理 ,序列 { 疹 ,(z)} 在 VC%;r) 内 
内 闭 一 致 收敛 于 调和 函数 U(x)， 因 在 D 内 有 


F(z) ~ 
} < Wz) SE Wl) < ulz), 
wa (2) 
由 (27) 式 与 上 式 可 得 
| = lim VCz,) = Wu(21), 
"> : (28) 
U(z) SU(z) < uz), zs EV(z0;r), 
再 由 C25) 与 (28) 得 
U(z0) = U\(z,) — wl za). (29) 
。 214 5 


-i 


从 (28) 与 (29) 我 们 得 出 8Czoir) 内 调和 函数 (sz) 一 Viks) < 
0， 但 在 w 点 取 到 它 的 最 大 值 ， 所 以 调和 函数 U(z) 一 Ui(zx) 在 
7(zsir) 内 恒 为 零 , 即 
U(s) = U2), 2€EV(zo;r?), 
将 上 式 与 (28) 结 合 起 来 得 
UCz) = U(x1) =— u(z1). 
这 就 证 明了 (26 式 ). 由 z; 的 任意 性 ,证 得 在 VCw%;r) 内 


Ul(z) = wp(z)。 
证 毕 。 


讨论 调和 函数 取 边 值 时 , 光 有 大刀 在 ET 连续 ,得 不 出 
pd, #2) = f(t). 


还 与 区 域 D 的 几何 形状 有 类， 为 此 引入 总 点 闸 函 数 的 概念 。 
定义 6 设 了 为 有 界 区 域 , 若 存在 函数 o(x), 它 在 D 内 调和 ， 
在 万 上 连续 ,并 满足 
{2 一 0， & ET = 9D, 
oa >0, ze€D\{L,). 
则 称 w(s) 为 5 点 的 一 个 阅 函 数 ， 
定理 13 设 刀 为 有 界 区 域 ， 避 ET 一 3D 点 有 闻 函 数 存在 ， 
i(&) 在 T 上 有 界 ; 11 < M, 在 名 点 连续 , 则 上 一 定理 中 的 调 
和 函数 wkx) 满 足 : | 
JE #(#) ~— 8). 
证 明 只 要 证 
lim (2) < f(¢,), Em u(x) 之 80)。 (30) 


ey 
先 证 (30) 中 第 一 式 . 可 能 会 想到 构造 一 在 万 内 调和 、 5 上 活 
续 , 在 边界 T 上 大 于 等 于 f(6)， 在 钙 点 取 值 为 人 5) 的 上 控制 函 
” 数 ， 但 具体 构造 时 会 遇 到 很 大 困难 ,其 实 要 得 到 第 一 式 ,只 要 上 控 
制 函数 在 如 点 取 值 为 {C6) 十 8 即 成 ， 下 面 我 们 来 构造 此 函数 ， 
Ys 0, 由 人 5) 在 如 点 连续 ，3V(64;6), 使 得 当 5EV(5;6)N\T 
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时 ,有 

|1(5) — f(t)! < .3D 
设 o(s) 为 总 点 的 闻 函 数 , 它 在 D\VC5; 8) 上 有 正 的 下 确 界 wx， 
取 上 控制 函数 为 : 


唉 (9 = HE) + e+ CM — KED)). 


当 ETNV(6;6) 时 ,由 (31) 得 J 
W(t) 之 大 + 210); 
当 teET\V(C&4;6》 时 ， 
WBIHG) Te Tt Mft) = M+s 0)., 
所 以 当 $eET 时 ， 
w(t) > f(5). 
Yv€ BY), 由 儿 () 类 的 条 件 (2) 与 上 式 ,得 V5 ET， 


lm [v(2) 一 W(s)] 过 < lim vz) 一 limW (zx) 


zf 
< 1(2) 一 WwW(E) < 0， 
根据 下 调和 函数 的 最 大 值 原理 ,在 忆 内 有 
vz) < Ws). 
也 就 有 : 
#(%) 一 Sup VCs) wz), ED, 
因此 得 


lm W(2) 过 lm ws) = ft) 十 e。 
由 e 的 任意 性 , 即 得 
im u(s) < f(4). (32) 
再 证 (30) 式 中 第 二 式 。 先 构造 在 刀 内 调和 ,五 上 连续 ,在 边界 


了 上 小 于 等 于 (2), 在 如 点 取信 为 所 如) 一 的 下 控制 漳 数 ， 取 
下 控制 函数 为 ; 


9 YI 


Vs) 一 Ki 一 s 一 ee) (M + fH5)), 


当 Leé rNVC5; 6) 时 ， 
VCD) EH) — < Ho); 
当 te TT\V (5o;6) 时 ， 
VC) SHE) — em M+ = —M— e118). 

所 以 当 feT 时 ,，V(2) 1(2)， 由 绍 ( 有 定义 知 VE 绍 (有 ， 故 
在 D 内 有 
u(x) > V(x), 

对 工 式 取 下 极限 得 | 
lim u(x) > lim V(z) = {(&) 一 s， 


FC ze 


由 8 的 任意 性 ; 郧 得 


lim uz) > f(50), (33) 
结合 (32) 与 (33) 证 得 
lim w(x) = f(¢), 
D3zs=C, 
证 毕 ， 


什么 样 的 区 域 其 边界 点 有 闲 函 数 存在 呢 ? 下面 我 们 给 出 一 个 
充分 条 件 . 
引 理 7 设 D 为 有 界 区 域 ， te 了 一 3D, 若 存在 以 己 为 端点 
的 线段 【zu,5], 除 扎 外 该 线 肛 落 在 万 的 外 部 : 即 
(&, HECC\D, 
则 5 点 的 阐 函 数 存在 


证 明 作 分 式 线性 变换 一 和 二 名, 它 殷 [5,5] 变 为 5 平 
面 上 负 实 轴 [ 一 0,01, 把 D 变 为 C\[ 一 0,0] 中 区 域 G, 原 点 $ 一 


0 为 G 的 边界 点 , 且 
G\{0} CCO\{—o%,0], 


青 作 w 二 V5 变换 ,把 EN[ 一 cc,0] 变 为 wv 平面 上 的 右 半 平 
»2]7， 


面 ， 把 G 变 为 右 半 平面 上 区 域 20,w 二 0 是 8 的 边界 点 , 且 
ew Rew > 0}. 


所 以 映射 w 一 = 在 D 内 解 术 ， 在 D 上 连续 ， 把 万 变 
为 互 ,把 总 变 为 “一 0 图 7 4)。 显然 取 


w(z) = Re =, 


符合 闸 函 数 的 所 有 条 件 ， 证 毕 


图 7-4 
综合 上 面 讨 论 ,我 们 已 证 明了 下 面 定 理 ， 
定理 14 设 D 为 有 界 区 域 , 为 D 的 边界 ， 若 T 上 每 一 点 
是 太 外 部 开 集中 一 线段 的 端点 ，f(#) 在 了 T 上 连续 ， 则 存在 函数 
”uw(z) , 它 在 了 内 调和 ,在 万 上 连续 , 且 wx(5) 一 A5)C ET)。 
若 DD 是 由 Jordan 曲线 族 Y 一 7 十 ?7 十 .… 十 他 转 成 的 
# 十 1 连通 区 域 ,了 可 以 不 满足 定理 14 中 的 条 件 ， 但 我 们 能 证 明 
Dirichlet 问题 仍 有 解 .当然 ,了 不 满足 定理 14 中 条 件 时 ,Dirichiet 
问题 可 以 无 解 ,如 区 域 D: 0 < |z| < R ,给 定 边 值 函数 
1， 一 0， 
fC) -= oR : 
则 Dirichlet 问题 无 解 。 如 果 有 解 wz), 它 在 0< lz| < R 内 调 
和 ,在 0 委 |z| < R 上 连续 ，w(0) 一 1,u(#) 一 0C1t| 一 RR), 则 由 
推论 2, 事 实 上 函数 xCz) 在 1z| < RR 内 调和 , 再 由 最 大 最 小 值 原 
理 , 知 w(z) 恒 为 去; 这 与 w(0) = ! 巴 盾 ， 
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习 题 


1. 设 函 数 w(x) 在 区 域 DD 内 调和 ,满足 这 一 ,让 一 的 


点 zx 称 为 wx(z) 的 临界 点 。 证 明 : 若 临 界 点 的 集合 BE 存 D 内 有 一 
极限 点 , 则 x(s) 为 常 效 ， 
- 2. 设 函数 w(z) 在 区 域 DD 内 调和 ， 且 在 邻 域 了 (zx; 6)CD 内 
恒 为 零 , 证 明 w(z) 在 D 内 恒 为 零 . 
3. 设 茹 数 f(z) 在 区 域 D 内 解析 , 且 不 为 零 ,证 明 log |f(z) | 为 
D 内 调和 逆 数 ， 


4. 设 函 数 w(z) 在 区 域 了 内 调和 ,证 明 3 ， 还 为 内 复 


调和 函数 。. 
5. 设 f(z) 与 f(z) 是 区 域 DD 内 复 调和 函数 ,证 明 f(z) 或 f(z) 
在 DD 内 解析 。 
6. 设 函 数 x(s) 在 0 生 jz| < R 内 调和 ,在 0<|z| 和 RR 上 连 
续 有 界 , 且 x(CRei) 二 0(00 < 09 志 27), 证 明 w(z) 一 0. 
《提示 : 考虑 冰 数 wlz) 十 slog |z|) 
7. 证 明 iz| 过 工 内 调和 函数 


人 
的 径 向 极限 为 零 : 


lmu(re™) 0 (0027), 
8. 若 函 数 slz) 是 1z| 二 1 内 正 的 调和 函数 ，wx(0) 一 1, 证 


明 ; 


且 上 述 不 等 式 不 能 改进 ， 
9. 设 函 数 f(z) 一 w(z) 十 iv(z) 在 |z| < R 内 解析 ,证 明 : 
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Po = | ar，lz1<e<R. 
Xl 


tmp (Co— 2) 
10. 设 f(z) 为 整 函数 ,满足 
fim Rf 一 
证 有 (xz) 为 常数 。 


11. 设 函 数 w(z) 在 jz| 二 1 内 调和 ,在 |z| 和 1 上 除 *==1 
点 外 连续 有 界 。 证 明 当 |x| < 1 时 ，Poisson 公式 成 立 : 


= 1— lx, i 
“0 |, Nd, Ge, 


Oi 


12. 令 ww 一 ;把 上 半 平 面 Imz > 0 映 为 单位 贺 lw| 二 


上 z 一 x 十 iy 肌 为 单位 圆 内 一 点 w， 把 边界 点 
x 一 了 了 肌 为 单位 圆周 上 点 “。 证 明 : 
1— lwldi 2y dt. 
les—wlit (t+y 
13. 设 函 数 u(x) 在 Imz 之 0 内 调和 ,在 Imz 宇 0 上 连续 、 有 
界 ， 则 Imz 盖 0 时 ， 


-1 7 
ul(z) | Gy ur)dz, 


14. 设 函 数 w(x) 在 区 域 DD 内 调和 ， 证 明 w*(z) 为 D 内 次 调和 和 
函数 ， ， 

15. 设 f(x) 在 区 域 D 内 解析 ，p > 0, 证 明 |f(z)1? 为 D 内 次 

《提示 ; 证 每 点 次 平均 值 不 等 式 成 立 ) 

16. 设 浮 数 wu(z) 在 区 域 DD 内 调和 ，p 1 证 明 jx(x)1? 为 D 
内 次 调和 函数 . 

(提示; 若 u(x,) 志 0, 则 在 z。 某 邻 域 上 xl 一 # 或 一 4) 

17. 设 v(x) wz) 为 区 域 D 内 次 调和 函数 ,证 明 
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bd 肝 古 和 困 


sz) 一 max(o(z]:oa(s)) 
为 也 内 次 调和 函数 ， 


18. 设 w(x) 在 区 域 D 内 调和 ,证 明 : 
(1) Vzo ED, 有 
es0) 妈 -| ceo+gez0)d0 ， 0<r< ds,0D); 
2r Ju 


(2) | 时 | 为 了 内 次 调和 函数 。 
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第 八 章 解析 开拓 


这 章 讨论 的 问题 是 : 区 域 D 内 的 解析 水 数 f(z) 能 否 解析 地 
开拓 成 更 大 区 域 G 忆 内 的 解析 函数 。 首先 给 出 什么 样 的 解析 函 
数 一 定 具有 某 种 不 可 开拓 性 ， 其 次 说 明 什 么 样 的 解析 函数 一 定 能 
够 开拓 ， 最 后 讨论 在 什么 条 件 下 ， 开 拓 得 到 的 函数 是 单 值 解析 函 
数 。 


$1 解析 开拓 概念 与 客 级 数 解析 开拓 


1.1 解析 开拓 概念 


前 面 都 是 在 给 定 区 域内 讨论 解析 函数 ， 解 析 开 拓 事 实 上 是 讨 
DND, 论 两 个 不 同 区 域内 两 解析 函数 的 关 
系 ， 所 以 我 们 把 区 域 D 和 D 内 的 解 
析 消 数 f(z) 合 在 一 起 称 为 一 个 解析 
元 奈 , 记 作 (f，D)， 关 两 个 解析 元 
素 (f,Di),(f,D,), 且 DND,z.% 
(图 8-1), 对 Vz €E DMD,， 有 
f(z) = f(z), 
则 称 一 个 解析 元 素 是 另 一 个 解析 元 素 的 直接 解析 开拓 , 记 作 
(f.,D,) ~ (f,,D,), 
如 令 G 一 DiUD:, 在 G 内 定义 函数 
fi(z), z €D,, 
£0) {oy Zz € D,, . 

则 F(z) 在 G 内 和 解析， 这 就 把 D, 内 解析 函数 f(z) 解析 开拓 到 更 
大 的 区 域 G， 且 开拓 是 唯一 的 ， 事 实 上 ， 假 如 还 有 另 一 种 方法 把 
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图 8-1 


有 (区 解析 开拓 成 G 内 解析 前 数 多 (2) ,根据 解析 消 数 唯一 性 定理 ， 
两 函数 在 D.CG 内 恒 等 , 必 在 G 内 恒 等 , 即 F(z) = (x). 
若 有 一 串 解析 元 素 
(fi,D), Cf, D2),.**,(f,,D,), (1) 
其 中 (fi,Di) 与 (frris Disi) CR 一 1,2,. ,nC 一 1) 彼此 是 直接 
解析 开拓 , 则 称 (1) 是 解析 元 素 链 , 解 析 元 素 (f,, D,) 是 解析 元 素 
(ji,D) 的 解析 开拓 ， 当 然 ，(f,,D,)》 也 是 (f;,D,) 的 解析 开拓 。 
在 解析 开拓 定义 中 ， 当 
DND, 六 外 时， 得 不 出 (， 
D,) 是 (上 六 D,) 的 直接 解析 开 


拓 。 例 如 我 们 考虑 三 个 解析 元 

素 (fi,D;) (i—1,2, 3)， D', // » \ 

D,，D, 分 别 是 以 1，o 一 es， 一 NE 

ww 一。 为 心 、 以 1 为 半径 


的 圆 , f(z) 为 Vz 在 D: 上 取 
有 (1) 一 1 的 单 值 分 支 ,有 (2) 为 
Vz 在 D, 上 取 f(o) 一 es 的 图 8-2 
那个 单 值 分 支 ， (2) 为 Vz 在 D; 上 取 PoD 一 e 守 的 那个 单 什 
分 支 (图 8-2)。 可 以 看 出 
(fi,D,) ~ (f.,D;), (fs, D,) ~ (f;,D,). 
这 时 Pin Ds 六 5 ,但 在 D 站 D; 上 有 (2) = 一 (有 ), 所 以 (4,,D;) 
不 是 《fi,Di) 的 直接 解析 开拓 ， 
”” 引 再 1 车 D; 为 圆 域 Gi 一 1,2,3), 且 Di,NDND; 8, 又 - 
设 解析 元 素 (fi,D1) ~ (f2,D,),(f;,D,) ~ (,D;) , 则 有 
. (fi, D1) ~ (f,D;). 
”证明 记 4 = DMD, 门 D;, 由 条 件 4 为 区 域 , 晶 在 4 内 有 
Ce) = flz) = fs) (Vz € 4), (2) 
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当 访 ,为 图 域 时 ， 万 ,站 D, 是 连通 区 域 ， 4CD1NMD,， 所 以 由 (2) 和 
解析 函数 唯一 性 定理 得 
f(s) =f(2), Vr €DfD,, 

即 (fi,D,) ~ (f,D,)。 证 毕 。 

定义 1 一 个 解析 元 素 (f,,D,) 的 全 部 解析 开拓 形成 一 个 集 ， 
这 个 集 称 为 解析 元 素 (起 ,D,) 所 生成 的 完全 解析 函数 。 

完全 解析 函数 定义 与 通常 函数 定义 是 不 一 致 的 ， 因 为 它 没有 
函数 定义 中 要 求 的 定义 域 与 对 应 规则 。 要 使 完全 解析 函数 定义 符 
合 通常 的 函数 定义 ,必须 引入 黎 曼 曲面 ,完全 解 折 函数 可 以 看 成 是 
黎 曼 曲面 上 的 解析 通 数 。 这 超出 基础 课 的 范围 。 因 为 我 们 只 讨论 
最 简单 曲面 区 及 其 子 区 域 上 的 解析 函数 , 而 讨论 任意 具有 复 结构 
曲面 上 的 解析 函数 是 属于 黎 曼 曲面 课程 的 内 容 ， 

若 (j,,D,) 是 (jsD,) 的 解析 开拓 ,显然 由 (fi,D) 和 《〈f， 
D。) 所 生成 的 完全 解析 函数 是 一 样 的 ， 所 以 在 完全 解析 函数 定义 
中 ,初始 解析 元 素 并 无 特殊 的 意义 ， 


1.2。 畦 级 数 的 解析 开拓 
设 千 级 数 
1 = 证 ess (3) 


二 0 


的 收敛 半径 为 R(0 < R < 十 c)， 它 的 和 函数 f(z) 在 收 伍 
jz| 二 R《 记 作 DD) 内 和 解析。 我 们 讨论 解析 元 素 (f,D) 的 开拓 性 
质 ， 

定义 2 设 D 为 圆 域 ，i(z) 在 D 内 解析 ，s,《 98D， 若 存在 邻 
域 了 一 7(o3 人 及 了 内 解析 函数 g(z), 使 得 

| (f,D) ~ (g, 7), 

则 称 5 为 函数 fz) 的 正则 点 ，3D 上 的 非 正 则 点 称 为 帮 z) 的 奇 
异 点 。 

从 定义 不 难看 出 下 列 诸 点 : 
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《1) 函数 f(x) 的 正则 点 集 是 6D 上 的 开 集 , 因 此 奇异 点 集 
就 是 9D 上 的 闭 集 ; 

《2) 设 刀 是 以 原点 为 心 、R 为 半径 的 圆 ，& es 3D ,在 半径 [0， 
如 内 任 取 一 点 zo,f(z) 在 zo 的 邻 域内 可 展 为 Taylor 级 数 : 


1 — 5 0 (一 ao 
n=0 y 


设 上 式 震 级 数 有 收 俩 半径 p。 则 当 5 是 正则 点 时 ,p > R 一 |z01， 
当 如 是 奇异 点 时 ，o 一 R 一 |z|; 

(3) f(z) 的 导 函 数 了 (x) 和 原 函 数 F(z) 有 相同 的 正则 点 与 
奇 举 点 ; 
” (4) f(x) 的 正则 点 可 以 是 办 级 数 (3) 的 收敛 点 或 发 散 点 ,f(z) 
的 桨 异 点 也 可 以 是 舞 级 数 (3) 的 收敛 点 或 发 散 点 。 

定理 1 在 寡 级 数 (3) 的 收敛 圆周 上 , 至 少 有 一 个 和 函数 的 奇 
异 点 ， 

证 明 用 反 证 法。 假设 收敛 圆周 C: 1z| 一 R 上 每 个 点 都 是 
正则 点 , 则 由 C 的 紧 性 , 存在 圆心 在 C 上 的 ”个 邻 域 Vi 一 V(54 
5 由 和 V。 内 解析 国 数 f(s), 使 得 


‘SC U Wi (1,D) ~ AG 一 1 2 3 


， 车 VNV; 志 8, 考察 各) 与 两 点 的 连 线 , 见 知 VNVND x 
分。 由 引 理 1 得 
Cfis Vi) 僵 (f;, V,;). 

所 以 在 8 一 DUV,U…UV, 内 可 以 定义 解析 函数 `g (2): 

f(z), ED, . 
| #00) ~ {hc 5ETFACK 一 127)。 
由 于 DC28,as > 0, 使 贺 |z| < R 十 6。 包含 在 0 内 ,函数 g(x) 在 
lzi 二 尺 十 8 内 可 展 为 Taylor 级 数 ， 显然 该 Taylor 级 数 即 为 
(3) 中 窒 级 数 , 从 而 推出 (3) 中 短 级 数 收 人 钙 半 径 宇 R 十 s， 这 与 已 知 
医 级 数 收 敛 半径 为 尺 相 矛盾 ， 此 矛盾 说 明 在 收敛 圆周 上 必 有 和 了 画 
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数 的 奇异 点 。 证 毕 . 
定理 说 明 在 收敛 圆 内 一 定 存 在 一 条 半径 ， 和 函数 不 能 沿 该 半 
径 方 向 解析 开拓 到 收敛 圆 外 .已 知 在 收敛 圆周 上 至 少 有 和 函数 的 
一 个 奇异 点 , 那 末 至 多 可 以 有 几 个 奇异 点 呢 ? 我 们 来 看 例子 。 
例 证 明 : 寡 级 数 
f(z) 一 和 十 534 十 .十 2 十 
的 收敛 夯 周 上 的 每 个 点 都 是 1(z) 的 奇异 点 ， 
证 明 由 
1，# C=!， 
oT {i nk!, 
得 im V ce。 一 1, 所 以 收敛 半径 R 一 1。 要 证 |z| 一 1 上 的 每 个 点 
皆 为 f(z) 的 奇异 点 ,只 要 证 |z| 一 1 上 有 一 稠密 集 巨 的 点 为 f(2) 
的 奇异 点 。 因 为 f(z) 的 奇异 点 集 为 js| = 1 上 的 闭 集 ,所 以 该 奇 
异 点 集 应 包含 一 4z;|z| 一 1}， 即 1z| 一 1 上 的 每 个 点 缘 为 
f(z) 的 奇异 点 。 
考虑 集合 
E 一 {e144: 整数 p 宇 0, 整 数 9 > 0,p19 为 既 约 数 }， 
显然 集合 E 是 |z| 一 1 上 上 的 钳 密 入。 任 取 已 一 ec096 巨 ， 
f(r6) 一 三 7 十 > rl (4) 
记 
gp(r) 一 2 7 9 
它 是 [0,1) 区 间 上 的 递增 函数 ,我 们 来 证 
limg(r) 一 十 oo 《5) 


如 果 不 然 , 设 im wp(r) 一 M < 十 0, 则 N> 4 时， 


3 r" < > 一 9o(Cr)， 


Ag 
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， > r"< M， 
令 7 -1 ,可 得 
太一 CA M, 
由 六 的 任意 性 即 得 矛盾 。 所 以 (5) 式 成 立 : 再 由 (4) 式 得 


Cr) onD 一 | 于 |， 


令 一 1- 有 
lm|f(re)| 一 +%, 


这 表明 与 是 f(z) 的 奇异 点 由 如 任意 性 ,为 f(z) 的 奇异 点 集 . 
证 毕 ， 

定义 3 若 区 域 了 内 存在 一 个 解析 函数 1(z), 它 不 可 能 开拓 
成 更 大 区 域内 的 解析 函数 , 则 称 刀 为 全 绅 域 , 3D 称 为 该 函数 的 自 
然 边 界 . | 

例子 说 明 单 位 圆 是 全 纯 域 ,|z| 一 1 是 例子 中 函数 的 自 然 边 
界 。 可 以 证 明 复 平面 上 的 任意 区 域 D 都 是 全 纯 域 ， 证 明 思 路 是 : 
任 取 DD 的 内 点 集 E, 使 6D 的 每 一 点 都 是 E 的 极限 点 ,而 在 D 内 无 
8B 的 极限 点 ,然后 构造 D 内 不 恒 为 零 的 解析 函数 f(x)，、 它 仅 以 E 
中 的 点 为 其 零点 。 显 然 f(x) 不 可 能 解析 开拓 到 更 大 的 区 域 上 
去 。 


$2 对 称 原 理 


在 讨论 什么 样 的 解析 函数 可 开拓 前 , 先 证 两 个 引 理 。 

引 理 2， 设 区 域 2 被 可 求 长 开 弧 7 分 成 两 个 区 域 Di,D::ONy 
一 DIUD,。 了 质数 f(z) 在 8 内 连续 ,在 D;(i = 1,2) 内 解析 ， 则 
f(z?) 在 内 解析 (图 8-3). 

证 明 由 Morera 定理 , 只 要 证 对 任 一 可 求 长 简单 闭 曲 线 1， 
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其 内 部 属于 2, 有 
| f(z)dz 一 0 (6) 


即 成 ,车 1CDjUr(i 一 1, 2)， 则 由 Cauchy 定理 知 (6) 式 成 立 。 
若 ! 同时 属于 D, 和 D,, 记 I 是 1 
0 属于 D; 的 那 部 分 (j 一 1,2), ?在 
{ 内 部 那 部 分 记 作 4, 取 定 定向 ， 
底下 十 及 构成 一 简单 闭路 ， 此 时 
十 5! 也 为 一 简单 闭路 ,应 用 
Cauchy 定理 ,得 


图 8-3 | f(z)dz 一 | f(s)dz 


十 | 2 flz)dz 一 0， 

故 (6) 式 成 立 。 证 毕 。 

引 理 3 设 区 域 9 关 于 实 轴 对 称 , 实 轴 上 的 区 间 (a，5)cC9. 
函数 F(z) 在 0 内 解析 ,在 区 间 (e,5) 内 取 实 值 , 则 

F(x) = F(z), 

证 明 记 G(z) 一 (本 ,由 0 的 对 称 性 ， 知 GCz) 在 2 内 定 
义 。VYzee 8， 有 

Ga) G4) ») FF 

In 一 一 一 一 一 一 一 in 一 一 一 -一 一 一 


#10 &% 一 20 S20 Zo 


这 表明 G'(z0) 一 了 (zw 存在 ,由 xs 的 任意 性 ,得 G(xz) 任 2 内 解 
析 、 又 由 条 件 在 (e,6) 上 F(x) 与 G(z) 的 值 相等 ,根据 解析 项 
数 的 唯一 性 定理 ,在 2 内 F(z) = G(z) = 一 F(z)。 证 毕 , 
定理 说 明 若 映射 已 把 实 区 间 映 为 实 区 间 ， 则 一 定 把 关于 实 轴 
的 对 称 点 映 为 关于 实 轴 的 对 称 点 (图 8-4)。 初 等 函数 ef，sin zx， 
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cosz,iogz,z"(a ER) 都 有 此 性质 。 


图 8-4 


定理 2 设 区 域 D 位 于 实 轴 的 一 侧 ， 其 边界 包含 实 轴 上 的 开 
线段 5,D' 是 D 关 于 实 轴 的 对 称 区 域 。 若 函数 f(z) 在 D 内 解析 ,在 
DU 3 上 连续 , 且 在 $ 上 取 实 值 。 则 存在 活 数 F(z) ,满足 : 

(1) 在 区 域 9 一 DUSUD' 内 解析 ,上 且 在 内 F(x) = f(s); 

(2) F (z) = F(z). 

证 明 定义 1 geDUs 

» 2 > 
FCa) 一 (re5 ep 
从 引 理 3 的 证 明知 F(z) 在 D' 内 解析 。 当 ze D' 趋 于 x€ 5 时 ， 
由 条 件 得 
,PO -i KD) ~ be, KD) 


D'3s=z 


-fa 一 lm FOO. 
上 式 说 明 F(z) 在 8 内 连续 ,应 用 引 理 2 得 F(z) 在 0 内 解析 ,定理 
第 一 个 结论 证 完 。 第 二 个 结论 由 引 理 3 即 得 。 证 毕 ， 
定理 3 记号 D,D',S 同 定理 2, 若 函数 "(z) 在 D 内 调和 ,在 
DU3S 上 连续 , 且 在 4$ 上 取 值 为 零 , 则 函数 
vz), z€DUS, 
YC) 人 z€D'. 
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在 区 域 0 一 DUSUD’ 内 调和 . 

证 明 因 v(3) 一 vx, 一 y), 直 接 计 算 可 验证 其 在 D' 内 满足 
Laplace 方程 ,所 以 『(s) 在 D' 内 调和 。 容 易 看 出 了 V(z) 在 0 内 
连续 要 证 V(x) 在 0 内 具有 平均 值 性 质 ,只 要 证 x。 = “5 时 ， 
平均 值 公式 成 立 。 这 时 V(xo) 一 0, 而 


| Vx, 十 rei)d6 = | —y(《xo 十 re )d6 
x 9 
十 | v(xo 十 rei9)d0 一 | v(xo 十 rei?r)dp 
-0 3 
十 『 v(xo t+ rei2)d6 = -| v(xo 十 rei2)db 
-0 0 


十 [ v(xo 十 reip)d6 = 0。 
0 


因此 V(x) 在 9 内 具有 平均 值 性 质 ， 所 以 V(z) 在 2 内 调和 ,证 
毕 。 

利用 定理 3 我 们 可 以 将 定理 2 中 条 件 稍 加 减弱 

定理 4 记号 D,D' ,3,9 同 定理 2， 函 数 f() 在 D 内 解析 ， 
v(z) 一 lmf(x) 在 DU S 上 连续 , 且 在 3S 上 取 值 为 零 。 则 fz) 可 
解析 开拓 到 9 (开拓 后 函数 仍 记 为 f(z)), 且 fz) 一 35, 

证 明 ”只 要 证 得 w(z) = Ref(z) 在 DU 5 上 连续 ， 本 命题 可 
归结 为 定理 2。 为 此 作 单 连通 区 域 G, 使 
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由 定理 3， 调 和 了 画 数 v(x) 可 调和 开拓 到 9( 开 拓 后 项 数 仍 记 为 
v(z)), 因 此 它 在 G 内 调和 ,所 以 在 G 内 存在 (2 的 共 罗 调 和 函数 
一 和 (sz) 〈 即 去 ,v 满足 C-R 方程 )。 而 在 D 个 G 内 已 知 v(x) 有 
共 斩 调和 函数 一 x(z), 所 以 在 DN G 内 w(s) 一 羡 (z) 十 zx, 其 中 必 
为 实 常 数 .这 表明 w(z) 可 以 连续 开拓 到 DU S$。 证 毕 ， 

由 于 直线 只 是 圆周 的 特殊 情形 ， 我 们 不 难 把 上 面 解析 函数 的 
对 称 原理 推广 到 一 般 情形 ; : 

定理 5 设 区 域 DD 为 贺 周 C 内 的 区 域 ，D 的 边界 一 部 分 为 C 
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上 较 红 5,D' 为 D 关 于 C 的 对 称 区 域 。 函 数 f(z) 在 D 内 解析 ， 在 
DU SsS 上 连续 ，f(5) 为 圆周 K 上 一 段 贺 弧 T( 图 8-5)。 若 K 的 圆 
心 5 不 属于 }(D), 则 f(z) 可 解析 开拓 到 区 域 9 一 DUSUD'; 若 
的 圆心 6 属于 f(D), 则 f(z) 可 半 纯 地 开拓 到 区 域 2， 


图 8-5 


证 明 ” 设 圆周 C 的 圆心 为 oa, 半径 为 *。 圆 局 天 的 圆心 为 8，、 
半径 为 R. 在 8 一 DUSUD' 上 考察 函数 
f(z), x €DUS, 


RR! 
PR(s) 一 165 十 ， ZED 


(r+)-s 
ZZ—a 
我 们 来 说 明 P(s) 或 是 9 内 解析 函数 ,或 是 半 纯 函数 。 为 此 令 
E={z€D: f(z) 一 分 ， 
记 E 关 于 C 的 对 称 点 集 为 E'CD'。 则 PFC) 在 ONE' 上 取 有 限 
值 ,在 E 上 取 值 为 oo。 


在 DANE' 上 , 记 “一 “十 二 元 二 2, 刚 有 
3F R’ Ex 08 
82 一 35 证 
十 一 4 
i =) ) 
af(e) 时 
+ -瑟瑟 | ~- 
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所 以 F(x) 在 D^\E' 上 人 解析，E' 为 F(x) 的 孤立 奇 点 集 ， 由 天数 
的 连续 性 , 知 五 "为 F(z) 的 极点 集 . 

讨论 f(z) 在 S$S 上 的 解析 性 ,首先 注意 F(z) 在 5 上 连续 。 事 
实 上 只 要 说 明 D’'3z 一 z,€E5 时 ，F(z) 一 F(z)ecFr。 因 . 


D 34 十 - 了 


必 一 他 
和 定理 的 假设 ,可 得 
F(#) 一 上 十 R 
f (e+ ) 一 4 fz) —6 
各 一 人 有 . 


=— f(z0) 一 F(z,), 

故 F(z) 在 xm 点 连续 。 由 xz, 的 任意 性 ，F(z) 在 S$ 上 连续 再 由 
引 理 2, 得 F(z) 在 $5 的 每 点 邻 域内 解析 . | 

总 之 , 若 bj(D), 集 合 已 一 已 一 $, 这 时 fz) 可 解 泊 开拓 
到 区 域 8; 若 bE f(D), 集 合 站 8 ,也 就 有 E 二 8 ,这 且 fCx) 
可 半 纯 地 开拓 到 区 域 0。 证 毕 ， 

注 若 KK 为 直线 时 ,类 似 可 证 f(z) 可 解析 开拓 到 区 域 6， 

定理 6 记号 D,D', 5, C 同 定理 5 , 设 函 数 蕊 z) 在 刀 内 解 
析 ，v(z) 一 Imf(z) 在 DU 8 上 连续 , 且 v"(s) 在 圆 弧 $S 上 取 值 为 
零 。 则 f(x) 可 解析 开拓 到 区 域 2 一 DU SUD., 


$3 单 值 性 定理 


3.1 沿 曲线 的 解析 开拓 


设 jh(s) 在 圆 域 D。 内 解析 ，a€ D,,7:[0, 1] ~>C 为 一 连续 
曲线 ，“ 一 70),b 一 7(1)， 我 们 要 定义 解析 元 素 (加 ,Du) 沿 曲线 
7 解析 开拓 的 概念 ， 

给 定 一 串 圆 域 

了 Di “,D,, (7) 
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车 DiNDin 关 BC 一 0,1,…,# 一 1)， 则 称 (7) 为 -- 回 链 ， 若 
存在 区 间 [0,1] 的 分 法 7: 
OG=% 1 = i 
使 YC[a5t4n])CDiC 一 0,1, -…,#), 则 称 (7) 是 一 覆 环 曲线 7 
的 贺 链 (图 8-6)。 儿 何 上 表示 7 的 第 个 子 弧 段 包含 在 第 《个 贺 
域内 ， 且 7 的 每 一 个 分 点 
对 应 一 -个 圆 域 ， 
定义 4 给 定 解析 元 
素 (f,,D,) 和 连续 曲线 
Y:[0,1] 一 C, 0 一 7(0)6 
D,, 6 一 7Y(1)， 若 存在 履 
盖 7 的 圆 链 {D,,D，…， 
D,} 和 相应 的 解析 元 素 链 图 “4 
(1,D,), (下 (f,,D,), 
则 称 (f, D,》 可 以 沿 曲 线 y 解析 开拓 。 也 称 上 述 解析 元 素 链 为 
(fo,D,) 沿 7 的 解析 开拓 ，(f,D,)》 是 (有,Do) 沿 7 解 析 开 拓 到 4 
点 的 解析 元 素 。 . 
”” ”要 说 明定 义 4 有 意义 ， 必 须 证 明 沿 曲线 > 的 解析 开拓 只 与 
(hh,Do)》 和 7 有 关 ,而 与 覆盖 7 的 圆 链 取 法 无 关 。 下 面 引 理 即 说 明 
这 一 事实 。 
引 理 4 设 {DD…， D,.} 和 {G,, G1, ”9 C。} 为 覆盖 
7: [0,1] 一 C 的 两 个 贺 链 , a 一 7C0)€DNG,b =7(1)€D, 几 
Gm。， 相 应 有 两 个 解析 元 素 链 : 
(f,, D,), (fi D,),: ” *， Cf,» D,.) 


和 
(go5G0), (8g15G1), 7*, (gm Cn), 
若 (和 ,Do) ~ 《go,G0), 则 (Ff,,D,) ~ (gm, Gn), 
“证 明 首先 设 丙 个 覆盖 7 的 圆 链 所 对 应 的 区 闻 [0, 1] 的 分 法 
T 相 同 , 这 时 ww 一 m, 且 记 工 为 : 
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0 一 四 一 有 一 本 一 一 7 

由 条 件 xz, 一 7YGCneDonDnco 和 (fp Do) ~ (fi,D1), (fsD,) ~ 
(go,(30)， 根 据 引 理 1 得 

(fi, D1) ~ (go, Go). . 
又 由 seconcnD 和 (gco) ~~《g1;G1) 及 上 式 ,再 根据 引 理 
1 得 

(fi, D) ~ (g1, G1), 
这 样 依照 数学 归纳 法 , 即 可 恩 (f,,D,) ~ (8,,G,). 

其 次 设 两 个 圆 链 所 对 应 的 区 闻 [0, 匡 的 分 法 7，7; 不 同 。 把 
两 个 分 法 的 分 点 合 起 来 得 一 分 法 T， 使 问题 转化 为 对 应 于 周一 分 
法 了 的 两 个 圆 链 。 了 看 成 由 7T, 添加 T, 的 分 点 所 得 , 设 了, 的 第 
个 小 区 闻 内 部 有 了 ;的 (i 守 0,% 一 1,2,…,#) 个 分 点 , 则 分 法 
对 应 一 解析 元 素 链 : 

《joyDo)，…， (ho, Do), (f:, DPD， ,\f,D.), ”9 


六 十 工 个 i 十 1 个 
(fa Das)» sf, Ds) (f,,D,). (8) 


js 十 1 个 
同 理 了 TT 也 可 看 成 由 7T, 添 加 了 ,的 分 点 所 得 , 设 了 ;的 第 万 个 小 区 间 
内 部 有 Ti 的 AKC 之 0 一 1,2,…, 台 ) 个 分 点 , 则 分 法 TT 也 对 应 
一 解析 元 素 链 : 
(g,G0), (go,G0), (g1:G)s 85C 


1 ~ 
六 十 工 个 1 十 1 个 
(gm-is Gn) 5 (gm-isGm-1) (Em ,Gn), (9) 
lw 十 1 个 


( 若 入, 放 中 为 零 时 ， 表 示 第 个 解析 元 素 不 重复 )， 然 后 应 用 已 
证 明 的 第 一 部 分 结果 , 即 得 
(fs,D,) ~ (gm,Gm). 
证 毕 , 
引 理 说 明 若 及 与 g 在 起 点 4 的 邻 域 内 的 函数 值 相同 , 若 解 析 
元 素 可 以 沿 履 盖 7 的 贺 链 解析 开拓 , 则 所 得 函数 j, 与 cm 在 终点 
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b 的 邻 域内 的 值 也 相同 、 因 此 定义 解 诉 元 素 〈f,D。) 沿 7 的 解析 
开拓 ,可 以 用 (f,,D,) 沿 任 一 覆盖 7 的 圆 链 的 解析 元 素 链 来 定义 ， 

设 (所 , D。》 为 解析 元 素 ，a € DiC2， 如 果 对 于 起 点 在 4 的 
任 一 连续 曲线 yYC 2,(h,D,) 党 > 的 解析 开拓 总 存在 ， 则 称 〈j， 
Du) 在 8 内 可 以 无 限制 地 解析 开拓. 


3.2 单 值 性 定理 


单 值 福 定理 就 是 要 讨论 如 下 间 题 ， 设 (#,D。) 在 区 域 2 内 可 
以 无 限制 地 解析 开拓 ，7yo 7 为 8 内 两 条 连接 a,b 的 连续 曲线 ， 
间 (fo,D,) 沿 7 与 7 解析 开拓 到 5 点 的 解析 元 素 , 在 5 点 邻 域 
内 是 否 恒 等 。 如 果 对 76，71 不 符 加 条 件 ， 回 答 是 否定 的 ， 如 果 
7 在 内 可 以 连续 地 变 为 7,, 则 回答 是 肯定 的 。 为 此 需要 下 面 定 
定义 5 设 76, 7 为 8 内 连接 a,，4b 两 点 的 两 条 曲线 。 若 存 
在 连续 映射 p: [0,1] x [0,1] -> 2, 满足: 
p(0,s) = a, pl1,s) = 6b, s€ {0,1], 
p(t,0) — 702), 
plz,1) — 7(2), 
则 称 曲 线 yoy; 在 内 同 伦 。 
令 7, 一 gp(1,s), 它 是 8 内 连接 o, 的 一 条 曲线 。 当 :由 0 
变 到 1 时， 曲线 闪 通过 曲线 
7,， 连 续 地 变 为 曲线 六 《图 8- 
7)。 这 就 是 同 伦 的 几何 意义 。 7 
定理 7 ( 单 值 性 定理 ) 设 
(fs D,) 为 一 解析 元 素 ,a 《DPC Yo 
9,(f，D,) 在 区 域内 可 以 无 。 a 
限制 地 解析 开拓 和 。7。6, 7 为 8 
内 连接 a,6 的 两 条 曲线 , 且 在 图 9877 
9 内 同 伦 。 记 (fos; Dr,) 为 《hf，D。) 沿 7, 解 析 开 拓 到 5 点 的 


。235， 


解析 元 素 ( 其 中 m 为 正 整 数 ), 则 
(jyDon) ~ (二 De) 
证 明 ”由 条 件 在 [0,1] x [0,11 上 存在 二 元 连续 函数 p(z,*)， 
记 7,() 一 ptrt,s)， 固定 s& [0，!] ， 由 条 件 存 在 覆盖 Y, 的 网 链 
{DoD ,Ds}, 4€ D, — D,,,b € D,,,. 记 域 
G6G= DUD,U. UD,,,, 
则 紧 集 7《[0,1]) 包含 在 G 内 ,所 以 
se — dis(0G,7,([0,11])) >0. 
再 由 %(55)》 的 一 致 连续 性 ，36 >0;, 当 1 一 "| < 5 时 ,有 
[YAD ~— 7 = [p(s) 一 op) < 
这 说 明 圆 链 {Diw,D6,……' ,D,,n,} 同样 覆盖 曲线 Ye [9,1 人 
《3 一 6,5 十 6)，。 所 以 (fw;Dsns) 也 是 (jsD,) 沿 Ye 解析 开拓 
到 二 点 的 解析 元 素 。 根 据 引 理 4 得 
(fri3 Dns) 一 (Dee 
由 此 得 出 ,区 间 [10,1] 上 每 点 9 存在 一 邻 域 A 一 (s 一 6,: 十 
”6), 对 参数 :属于 此 邻 域内 的 任意 两 条 曲线 YY…(foDo) 沿 曲 
线 7 ,7 下 | 
(sos Dosns NT fos Dy, ). 
[0,1] 为 时 集 ,站 可 用 有 限 个 开 邻 域 A,,… , A 覆盖 它 。 所 
以 总 存在 N 十 1 个 点 : 
YI 一 0<5<r< … <5N<SN 一 1 
使 
(os pos) ~ Can, 9 Din, ) ~ (fos Duan ) 
~ "~ Cfi,n Dis, )。 
证 毕 。 ， 
出 于 单 连通 区 域内 过 接任 意 两 点 的 任意 两 条 连续 曲线 是 同 伦 
的 (证 明 略 ), 所 以 我 们 可 得 下 面 推论 。 
推论 。 设 2 为 单 连通 区 域 ，( 所 6,D,) 为 一 解析 元 素 , oa € Duc: 
2， 若 (fj，Do) 可 以 在 8 内 无 限制 地 解析 开拓 , 则 存在 如 内 单 值 解 
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杆 冰 数 1(2) ,在 Do 内 , f(z) 一 f(s)。 

证 明 Ye 8, 用 位 于 0 内 的 曲线 7 连接 a,b。 设 (有,D,) 淮 
7 解析 开拓 为 

(Do ,fi,D), (fs,D;), LED,. 
则 定义 
f(6) = ,6). 
由 单 值 性 定理 ，f1(5) 与 曲线 7 的 取 法 无 关 , 所 以 信 5) 由 点 唯一 
确定 。 由 45 的 任意 性 , 即 得 0 内 定义 的 单 值 阻 数 x) , 显然 在 Du 
内 ,f(z) 一 Cz)， 其 次 证 f(z) 在 8 内 解析 .如 上 取 5,7Y 和 
ze D,, 及 连接 oz 的 曲线 YU T5656,zj], 则 《fh, D,) 沿 该 曲线 的 解 
析 开 拓 为 : 
(fo,Do) ,fi,D),: “ ,ff,,D,), (fs,D,). 
根据 f(x) 定义 ,得 z € D, 时 
f(x) = f(x). ~ 

所 以 f(x) 在 5 点 邻 域 解析 。 由 4 点 的 任意 性 ， 得 f(x) 在 0 内 解 
析 。 证 毕 。 | 

注 1 推论 主要 应 用 之 一 是 证 明 Picard 小 定理 ( 见 第 四 章 第 
三 节 ), 我 们 只 介绍 证 明 的 思路 。 证 明 关键 是 构造 模 函 数 1(z) , 它 
在 单位 圆 DD 内 解析 ，74(s) <0， 把 单位 图 映 满 区 域 2 一 CC\{0， 
1}, 反 函数 4-'(w) 为 多 值 冰 数 ,可 用 如 下 办 法 得 到 。 因 4(z6) 志 
0(zoED)， 函 数 Xx) 在 wo 一 信 zo) 的 邻 域内 可 求 出 反 函 数 , 然 
后 沿 人 8 内 自 w 点 出 发 的 连续 曲线 解析 开拓 ,设想 对 所 有 可 能 的 这 
种 曲线 已 经 解析 开拓 ,于 是 得 QO 上 多 值 痕 数 4-'(w), 其 值 域 为 D. 
若 整 函数 f(z) 不 取 值 0, 1， 设 有 (0) = w。€ 8， 则 在 原点 邻 域 
41(z)》 可 取出 单 值 分 支 ， 然 后 在 C 内 沿 自 原 点 出 发 的 连续 曲 
线 解析 和 开拓， 由 单 值 福 定理 ,得 到 C 上 单 值 解析 遂 数 ， 仍 记 为 
41-《f(z))。 再 由 Liouville 定理 得 47K《f(z)) 为 常数 ， 从 而 
Hz) 为 常数 。 - | 

注 2 推论 的 条 件 中 除 要 求 2 是 单 连通 区 域外 ， 还 要 求 对 任 
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意 - 一 点 zk 0, 任意 一 条 连接 oz 的 曲线 Y,(j，Do) 都 可 灌 了解 
析 开 拓 。 若 条 件 改 为 任意 一 点 ze 2, 存 在 一 条 连接 。, x 的 曲线 
7 ,解析 元 素 (jh,D,) 可 以 沿 7 解 本 开拓， 则 推论 的 结论 可 以 不 成 
立 。 我 们 考察 下 面 例子 。 

半数 w= 二 2; 一 3z 把 C 映 满 C, w(0) = 一 3 关 0， 所 以 在 
z 一 0 邻 域内 单 叶 ,在 ww(0) 一 0 的 邻 域 D。 一 V(0;85) 内 反 函 数 
z 一 有 (w) 存在 . 

为 了 说 明 对 于 C 中 每 一 点 w, 存 在 一 条 连接 0, w 的 曲线 7， 
使 (fo, Do) 可 以 沿 7 解析 开拓 。 我 们 来 看 w 一 如一 3z 的 反 函 
数 的 黎 曼 曲面 因 w《 土 1) 一 0, 所 以 w( 土 1) = 干 2 为 反 函数 
的 分 支点 ,上 映射 n 一 2 一 3z 把 z 一 x 十 iy 上 映 为 
(x+iyP— 3r++iy)= r(x — 3y -- 3)+ iy(37° — y: — 3). 
可 见 映射 把 双 曲 线 3x? 一 一 3 映 为 w 平 面 上 的 实 区 间 ， 把 双 曲 
线 的 右边 一 支 映 为 wv 平 面 上 区 闻 ( 一 0% ,一 2]; 把 双 曲 线 的 左边 一 
支 映 为 区 间 [2, 十 co)， 根 据 解析 函数 把 区 域 映 为 区 域 和 把 边界 正 
定向 映 为 边界 正定 向 。 所 以 把 右边 一 支 以 右 的 区 域 D, 映 为 G,=- 
CN 一 c ， 一 ?1]， 把 左边 一 支 以 左 的 区 域 D; 映 为 6; 一 C\[2， 
十 c), 把 中 间 区 域 D: 映 为 G, = CN{( 一 oo ,一 2] U[2, 二 co)}( 图 
8-8)。 当 把 D1,D; 的 公共 边界 粘 合 在 一 起 ,相应 地 把 G,，G; 的 切 
口 (一 co，, 一 2] 的 上 .下 边沿 交 贫 地 粘 在 一 起 。 同 样 把 D;,，D; 的 公 


图 8-8 | 

共 边 界 粘 在 一 起 ,相应 地 把 G;,G; 的 切口 (2, 十 wo) 的 上 ,下 边沿 交 

盆地 烙 在 一 起 ， 这 样 由 G1, G6;, G3 构造 出 -- 张 黎 受 曲面 $， 函 数 
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ww 一 2 一 3zx 的 反 冰 数 z 一 fw) 在 8$ 上 上 解析 。 回 到 解析 元 素 
(fo,Do)，DoCG。 当 w EQ\{ 土 2} 时 ,对 任意 一 条 连接 0,w 的 连 
续 曲 浅 YCC\{ 土 2}, 总 可 将 它 放置 到 黎 曼 面 $ 上 , 看 成 S$ 上 的 一 
条 从 -w 一 0€ 6 出 发 的 连续 
曲线 7, 所 以 《fo， Do) 可 以 沿 
7 解析 开拓 。 当 ww 一 2 时 ， 线 
段 [0,2] 不 能 放置 到 5 上 ,看 成 
$ 上 一 条 从 ww 一 0€G; 出 发 
的 曲线 。 所 以 (加 ,Du) 不 能 沿 
线 妈 [0;2] 解 析 开 拓 , 但 可 以 沿 图 8-9 
如 图 8-9 中 的 曲线 Y 解析 开拓 。 这 说 明 (如 ,Du) 对 每 一 点 we 
C ,存在 一 条 连接 0,w 的 曲线 7,(f,,Do) 可 以 沿 7 解析 开拓 , 但 反 
函数 为 三 值 函数 ,显然 不 可 能 在 C 上 单 值 解 析 . 


_ 习 是 
1 设 a 一 i, 证 明 级 数 

- 十 oz 十 cs 十.… 十 az 十。…。 

与 级 数 

1 QQ=az do 

| 1 一 3 (1 一 2 (1— 2 

所 定义 的 函数 互 为 直接 解析 开拓 。 
2. 设 函 数 f(z) 在 1z| < 1 内 解析 , 且 1z| < 二 时 满足 


f(22) ~— 2f (2)f (2). 
证 明 f(z) 可 解析 开拓 到 C. 

”3. 设 函数 f(z) 除 ED 外 在 DD 内 解析 ,z 为 f(z) 的 一 级 极 
点 , 留 效 为 9, 则 函数 


[ea 


fa 一 


Y 一 0 ， 
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在 DD 内 解析 。 
4. 证 明 : 若 和 函数 f(x) 一 >)， csz" 在 收 合 画 局 上 有 一 柯 噶 
n=0 


点 zo, 并 可 解析 开拓 到 {z:1z| < RMN{zo}1zo| 一 RD)zo 为 fw) 
的 一 级 极点 , 则 


CD 宕 级 数 Z coz" 在 收 伍 圆 周 上 处 处 发 散 ; 


《提示 : 利用 上 一 题 ) 
5. 若 沙 数 f(x) 一 >，csz" 在 收敛 圆周 上 有 一 个 极点 a《 即 


f(z) 可 解析 开拓 到 空心 邻 域 P*(zii5)), 证 明 坚 级 数 了 coz* 在 


收敛 圆周 |x| 一 R 上 处 处 发 散 .〔 说 明 有 理沙 数 的 冠 级 数 在 收 皱 
加 油 上 处 处 发 散 )。 

(提示 ; 设 为 1z| 一 R 上 任意 一 点 , 则 当 ? 沿 半径 [0, 妇 起 
于 5 时 ,证 明 lim (z 一 “fs) 一 0.) 


6. 若 3 oz" 一 f(z) 的 收 伍 半 径 R 一 1, c, 之 0(n~=1， 


2,……)。 证 明 
1 
fe 一 
(17 CA 一 (>, (& 一 0, 1 2 ); 
Am 人 e*) - 
(2) 令 和 -一 一 (多 一 0,1,2,.……), 有 [la] < or; 


(3) z 一 1 是 f(s) 的 一 个 奇异 点 ， 
7. 设 f(x) 在 二 连通 区 域 D 内 解析 ，D 的 边界 由 两 条 可 求 长 
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Jordan 曲线 TY 围 成 , 且 7,; 位 于 7 的 内 部 ,证 明 
f(z) = fi(z) + fi(2), 
其 中 f(z 在 7 内 部 解析 ，f(z) 在 7; 外 部 解析 ， 
3. 设 f(z) 为 整 函 数 ,在 实 轴 上 取 实 值 ,在 虚 轴 上 取 纯 虚数 . 证 
明 : f(z) 为 谓 消 数 . 
9. 设 f(z) 在 关于 实 轴 对 称 区 域内 解析 ,证明 
f(z2) = f(z) 十 if,(0), 
其 中 i.《z) ,f(z) 在 8 内 解析 , 且 在 实 轴 上 取 实 值 ，. 
10 设 f(z) 在 |z| 过 1 内 解析 ,在 |z| < 1. 上 连续 ， 且 当 
jz| 一 1 时 |x)| 一 1。 证明; f(x) 为 有 理 函 数 ， 
11 设 jc) 在 圆 环 D:7Y< 1z| < R 内 解析 ,7 为 jzl = 一 尺 
上 一 开 贺 统 , f(z) 在 D UY 上 连续 , 且 在 Y 上 取 值 为 零 , 证 明 
js) 一 0，z6ED。. 
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第 刻章 共 形 映射 


这 章 要 证 骨 任 一 不 是 全 平面 的 单 连通 区 域 ， 一 定 存 在 单 叶 解 
析 孙 数 ,将 此 区 域 保 角 地 映 为 单位 贺 。 如 果 单 连通 区 域 由 Jordan 
曲线 围 成 , 则 映射 冰 数 可 以 连续 扩充 到 边界 ,建立 闭 区 域 与 闭 单 位 
圆 之 间 双 方 单 值 、 双 方 连续 的 映射 。 如 果 单 连通 区 域 由 闭 折线 力 
成 , 则 映射 函数 的 揽 函 数 可 用 变 上 限 积分 公式 给 出 。 1 


$1 共 形 映射 的 例子 


1.1 单 连通 区 域 情形 


根据 下 节 的 黎 曼 映射 定理 , 非 全 平面 的 单 连通 区 域 , 一 定 可 以 
保 角 地 映 为 单位 圆 ， 所 以 两 个 非 全 平面 的 单 连通 区 域 , 一 定 存在 
单 叶 解 折 遂 数 f(z), 把 一 个 保 角 地 上 映 为 另 一 个 。 定 理 只 证 明 f(z) 
的 存在 性 ,并 未 给 出 f(x) 的 求法 。 一 般 来 说 ， 了 映射 函数 f(z) 不 
能 用 初等 函数 复合 来 表示 。 对 于 如 下 面 例 中 的 简单 区 域 ， 可 以 用 
分 式 线 性 变换 、 寡 函数 、 指 数 函 数 、 儒 可 夫 斯 基 辑 数 等 初等 函数 复 
合 来 表示 。 
例 1 下 表示 上 半 平 面 , 令 D = HH\Lih, 0]( > 0)。 求 把 了 
映 为 瑟 的 保 角 映射 函数 。 
解 ”首先 利用 函数 
2 一 22， 
把 D 映 为 D, 一 CN[ 一 久 , 上 co); 再 作 平 移 变 换 
一 2 十 三. 
把 D, 映 为 D; 一 CN[0， eo) 最 后 作 变 换 
九 一 Vx 9 
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将 D, 映 为 上 半 平 面 H, 这 里 根 式 是 取 W 一 1 一 i 的 那个 分 支 ， 所 
以 函数 

ww 一 Vw 十 用 
把 DD 保 角 地 有 映 为 上 半 平 面 H( 图 9-1)， 把 DD 的 边界 (一 ，0) 和 
(9, 十 00) 映 为 万 的 边界 (一 0, 一 4) 和 (h, 十 00). 


图 9-1 


例 2 将 单位 贺 |z| < 1 内 去 掉 弘 段 1[1/2, 1) 的 区 域 D 映 为 
上 半 平 面 H. 
解 ” 作 分 式 线性 变换 


把 D 上 觅 为 Di 一 H\[i/3,0]; 由 例 1 知 ,变换 


w+ 


把 D， 睦 为 上 半 平 面 妨 (图 9-2)。 所 以 变换 


-| (了 工 一 3 工 (2z 一 zz 一 7Y 
w y 人 了) + 二 一 sc HV 1)(z — 2) 
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把 带 裂 锋 的 单位 圆 忆 映 为 上 半 平 面 凡 。 

注 用 两 种 不 同 的 方法 实现 DD 到 互 的 共 形 映射 ， 所 得 的 映射 

函数 在 形式 上 可 以 不 同 ， 但 这 两 个 函数 只 能 相差 一 个 从 上 半 平 面 

到 上 半 平 面 的 分 式 线性 变换 。 如 例 2 中 先 作 癸 可 夫 斯 基 变 换 

1 

一半 (+ 二)， 

把 DpD 映 为 D, 一 C\{ 一 1,5/4]; 再 作 变 换 
-8(。_ 上 

22 9 (a 8 )， 


”把 DD, 映 为 D; 一 C\[ 一 1,1]; 然后 作 需 可 夫 斯 基 变 换 的 逆 变 换 
23 一 22 十 V 吕 一 1， 

把 D, 映 为 1z,| < 1， 其 中 根 式 取 z; > 1 时 为 负 的 那个 分 支 ;最 

后 作 变 换 
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把 |zs| < 1 映 为 上 半 平 面 H。 所 以 复合 削 数 


把 局 本 为 H。，w 与 w 只 相差 从 五 到 五 的 分 式 线 性 变换 ; 
2V 2 


WW 一 一 -一 一 一 


3w: “ 
下 面 讨 论 由 两 个 贺 周 所 决定 的 区 域 。 当 两 个 圆周 相 切 、 相 交 
时 决定 单 连通 区 域 ， 当 两 个 圆周 不 交 时 围 成 二 连通 区 域 。 二 连通 
区 域 放 到 稍 后 讨论 ， 


例 3 设 D 是 回 膨 |: 一 | 一 二 和 诬 轴 图 成 的 无 界 区 域 ， 


来 把 D 卫 为 上 半 平面 如 的 保 角 喘 区 数 
解 先 作 变换 


1! 
C4 in 
% 


| 实 灿 变 为 实 和 。 因此 把 与 实 轴 正 交 的 图 局 


|: 一 二 | = 十 映 为 与 实 册 正 交 的 直线 Re ma 一 1, 拒 D 映 为 Pi: 


0 Re 二 再 作 变 换 

z2 一 Nl zs 
它 把 垂直 带 域 D, 变 为 水 平 带 域 Di: 0 < Im z， < x; 最 后 作 变 
换 

w= er” 


把 带 域 D, 变 为 上 半 平 面 凡 所 以 了 


i 
20 一 ee 


把 万 一 刀 ( 图 9-3)。 
例 4 求 把 圆 lz 一 1 < 2 和 贺 lz 十 1 < 2 的 公共 部 分 
D 保 角 地 贞 为 上 半 平 面 五 的 映射 函数 。 
解 ”容易 求 出 圆周 |z 十 1| := 2 和 |z 一 1| 一 2 的 交点 为 
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0 
A} 
一 mm D; 
0 
图 9-3 
z 一 土 V3 i， 作 分 式 线性 变换 
_z—V3i 
?1 
z 十 W3i 
1 3. 
它 把 sl -一 1 “Ta 


ir 所 以 它 将 圆周 |z 一 1| 一 2 变 为 直线 


将 圆周 |z 十 1| 一 2 变 为 直线 C, 将 域 也 变 为 角 域 D: 
< 全 下 (图 9-4)。 再 作 旋转 变换 


2 一 e 于 
它 把 D, 变 为 角 域 D;: 0<aga< 区 最 后 作 变 换 
W = 222 
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O 0 
9-4 
它 把 角 域 D,; 变 为 H， 所 以 复合 函数 
_ zx 一 W3i 3/2 
” (3 


把 D 一 HH( 图 9-4)。 

例 5 C 上 除去 线段 {x 十 iy: 一 上 和 xx 和 as， ?一 0} 和 
十 iy: 一 上 和 7 委 o xx 一 0} 的 区 域 记 作 避 , 试 求 将 2 映 为 单 
位 贺 外 部 区 域 1 二 lw| < 十 co 的 映射 浮 数 。 

解 8 在 上 半 平 面 和 下 半 平 面 的 部 分 分 别 记 作 DD 和 D'。 由 
例 1, 函数 


“一 


1 2 

yz Vz 二 a (1) 
把 D 映 为 上 半 平 面 H, 把 DD 的 边界 《一 2 ， 一 e) 和 (a, 十 00) 分 
别 映 为 五 的 边界 《一 00 ,一 1) 和 (1, 十 0)。 记 集合 $5 一 (一 0， 
一 0)U Cs, 十 )， 则 (1) 式 表示 的 函数 在 内 解析 ,在 DU Ss 上 连 
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续 , 且 在 S$ 上 取 实 值 ， 所 以 由 对 称 原理 , (1) 中 函数 可 解析 开拓 到 
0—DUSUD. 由 于 函数 【一 -7 VC 一 人 4 二 加 在 
a 
”内 可 取出 单 值 解析 分 支 ,和 解析 函数 的 唯一 性 定理 ,所 以 开拓 后 
的 函数 在 8 内 仍 可 用 (1) 表示 ， 它 把 9 映 为 域 G = CN[ 一 1,1]， 
把 z 一 co 上 > 一 co， 再 作 从 可 夫 斯 基 函 数 的 逆 函 数 变换 
2 一 志 十 We 一 1 

它 把 G 映 为 单位 贺 外 部 区 域 态 ,，¢ 一 oo 上 > zw 一 oo。 所 以 复合 
函数 


ww 到 
24a 


) 和 

一 (W 2 十 @2 十 W sa 一 0 
AM 
把 @ 上 喘 为 1< jzol 一 二 oo, 把 9Ufoo} 映 为 lz| > 1; 其 中 
根 式 取 * > a 时 为 正 的 那个 分 支 (图 9-5)。 

例 6 求 将 椭 加 每 十 乒 一 1 的 外 部 区 域 D 保 角 地 映 为 单位 
圆 的 外 部 区 域 。 

解 已 知 儒 可 夫 斯 基 函 数 把 以 原点 为 心 的 圆周 映 为 以 士 1 为 
焦点 的 椭圆 。 题 中 椭 贺 的 焦点 为 

c 一 七 We 一 下 一 土 3. 

所 以 先 作 变 换 
nie (= § + in), 
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它 抬 柄 贺 气 十 所 一 ! 变 为 以 十 1 为 焦点 的 粮 加 


入 + 

3) 9 

且 把 D 映 为 椭 贺 (2) 的 外 部 区 域 ， 已 知 函 数 
“一 二 (0 十 二 )， 

将 lol 一 r(r > 1) 的 外 部 区 域 映 为 顶 圆 


2 7 


区 可 区- 可 
2 7 2 | 
的 外 部 区 域 ， 为 了 使 上 式 是 椭 贺 (2), 只 要 解 方程 
+- 厨 -- 
得 + 一 3 所 以 一 土 (% 十 十) 把 lol 一 3 的 外 部 区 域 映 为 
(2) 的 外 部 区 域 ,其 反 函数 
om t+VE—1 
将 (2) 的 外 部 区 域 映 为 lo| 一 3 的 外 部 区 域 。 再 作 变 换 
o 一 村 (十 VE 一 1) 


《2) 


wi 

3 

它 把 (2) 的 外 部 区 域 映 为 单位 圆 的 外 部 区 域 ， 所 以 函数 
“一 (十 Vm 一 9) 

将 D 映 为 lw| > 1 


1.2 二 连通 区 域 情形 


设 D 为 二 连通 区 域 ,， C\D 由 两 个 连通 分 支 组 成 , 若 每 个 分 支 
都 不 遇 化 为 一 点 时 ,一定 存在 单 叶 解析 函数 f(x)， 把 DD 保 角 地 上 映 
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为 贺 环 1 < 1w| < R， 其 中 R 由 二 连通 区 域 D 所 决定 , 不 能 任意 
选取 。 所 以 两 个 二 连通 区 域 D,，D,， 设 D; 映射 成 标准 二 连通 
区 域 1< jw| < RiG 一 1,2), 只 有 当 R, 一 Ri 时 ,才能 把 一 个 
保 角 地 上 映 为 男 一 个 ， 具 休 求 出 把 二 连通 区 域 D 映 为 标准 二 连通 区 
域 1 < |w| < R 的 映射 函数 f(z)，、 是 一 个 很 困难 的 问题 。 这 里 
我 们 只 考察 最 简单 情形 。 设 D 是 由 两 个 不 交 的 贺 周 所 围 成 的 二 连 
通 区 域 , 则 一 定 可 以 用 分 式 线性 变换 将 其 映 为 圆 环 ， 

例 7 求 将 圆周 jz| 一 1 和 圆周 jz 一 1| 一 福 所 图 成 的 二 
连通 区 域 也 保 角 地 了 映 为 某 一 圆 环 1 一 Jw| < R 的 陕 射 函 数 。 

解 方法 一 ” 先 求 出 两 个 圆周 的 公共 对 称 点 ma， zz， 显然 1， 
z: 应 位 于 自 外 圆周 的 圆心 出 发 ， 且 过 内 圆周 的 圆心 的 射线 上 。 在 
现在 情形 下 , zx,,z; 应 在 负 实 轴 上 (图 9-6)。 由 对 称 点 的 定义 ，#、 


2 应 满足 方程 组 : 


Zi。22 一 | 
| 


由 此 解 出 a 一 一 二，z 一 一 4， 所 以 分 式 线性 变换 
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1 
>? 十 地 


,4z 十 1 
2 上 一 丰 公 本。 《kb 丰 为 常数 ) 


把 偏心 圆 环 DD 映 为 同心 圆 环 。 要 使 z 二 1 时 ww 一 1, 可 取 和 一 
1。 由 于 z 一 之 时 ,w 一 2, 故 wr 一 从 十 1 把 偏心 圆 环 D 映 为 
2 z 十 4 

1<= |wl 一 2. 

方法 二 、 因 公共 对 称 点 在 实 轴 上 ， 所 以 存在 实 系数 的 分 式 线 
性 变换 ,把 偏心 贺 环 D 贞 为 1 二 |w| 二 R。 设 在 该 变换 下 点 与 点 
之 间 的 对 应 为 ; 

一 1LH> 一 1，1H>1， 一 了 F> 一 R， >R, 


纪 一 丰 


由 分 式 线性 变换 下 交 比 的 不 变性 得 
(—R,—1,1,R)=(—3/2,—1,1,7/2), 
化 简 得 
2R: 一 5R 一 2 一 0， 
解 出 RK 二 2，1/2。R 一 2 即 为 所 求 的 解 。 了 映射 函数 为 : 
(w,—1,1,2) = (z,—1,1,7/2), 
化 简 得 
一 和 十 1 
xz 十 4 
例 8 将 圆周 |z 十 2| 一 1 和 圆周 |z 一 3| = 2 所 围 成 的 区 
域 DD 映 为 圆 环 1 < |w| < RR 
解 ” 设 两 圆周 的 公共 对 称 点 z,、z; 如 图 9-7 所 示 。 作 分 式 线 
性 变换 把 za -> 0，z: 广 > co， 则 把 忆 变 为 圆 环 1<lw| < R, 该 
变换 下 点 与 点 之 间 的 对 应 为 . 
ili>R, 5F>—R, —3HF->—1l, 一 1F> 1. 
由 分 式 线 性 变换 下 交 比 的 不 变性 得 
(—R,—1,1,R)=(5,—3,—1,1), 
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化 笛 得 
Ra 一 10R 二 1 一 0 


解 出 R 一 5 士 2V 6。R 一 5 十 2V 6 即 为 所 求 。 映射 函数 为 : 
(ws, 一 ,15 十 2W 6) 一 (z, 一 3, 一 1;1)。 
化 简 得 
C++3V6)z 二 (3 十 5V6) 
(LT+TW6Jz 一 (GTW6) “ 


ww 


7+3V6 5 


_5+V6_1+4V56 


1 十 W6 5 
$2 黎 曼 存在 定理 


Riemann 映射 定理 是 复 变 函数 几何 理论 的 中 心 定理 。 旱 在 
1851 年 Riemann 就 证 明了 这 一 定理 。 证 明 中 他 假定 了 Dirichlet 
积分 的 某 类 极 值 问题 的 解 存在 ， 但 这 一 存在 性 不 是 无 条 件 成 立 
的 。 Weierstrass 指出 了 他 的 证 明 中 这 一 缺陷 。 50 年 后 Hilbert 
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证 明了 这 类 变 分 的 极 值 问题 解 总 是 存在 的 。1869 年 Schwarz 用 
不 同方 法 ,严格 地 证 明了 Riemann 映射 定理 , 同时 也 给 出 了 关于 
单 叶 解析 函数 的 Schwarz 引 理 。 现 在 形式 的 Schwarz 引 理 是 
Poincare 在 1884 年 给 出 的 ， 

设 D 是 C 内 单 连通 区 域 。 若 D 一 C， 则 不 存在 DD 内 单 叶 解 
析 逊 数 1(x)， 把 D 映 为 jw| 二 1。 否 则 由 Liouville 定理 ，j(x) 
应 为 常数 。 车 刀 关 C， 黎 曼 证 明了 一 定 存在 内 单 叶 解析 函数 
f(z), 把 D 映 为 |w| < 1。 怎么 来 证 明 f(z) 存在 呢 ? 先 来 考察 如 
果 映 射 函数 Kx) 存在, 它 应 具有 什么 特征 。 设 zx,€ D， 考 虑 所 有 
在 DD 内 单 叶 解 析 函 数 g(x), 且 满 足 

a(z0) —0, g(z)>0, lgls)| <1 
的 函数 集合 .《 .显然 映 满 单位 圆 的 函数 je. 克 , 复合 函数 
gf(w)) 满足 Schwarz 引 理 条 件 , 所 以 
lg'(z)(f1) (0)| 志 1 或 |g(z0)| < IFCz0)1, 
称 涵 数 到 数 的 对 应 为 泛 函 ,考虑 正 泛 函 
多 : NM >R, gH > g(r). 

则 映射 函数 了 使 泛 函 多 达到 最 大 值 。 这 就 给 出 了 Riemann 上 映 
射 定理 证 明 的 思路 。 第 一 步 考虑 函数 集合 A 和 正 泛 函 多 ; 第 
二 步 证 明 该 泛 函 在 HV 上 一 点 1 取 到 它 的 最 大 值 f(x,); 第 三 
步 证 把 D 映 满 单 位 贺 ; 最 后 一 步 证 明 这 种 1 唯一 。 这 几 步 中 第 
二 步 最 困难 。 我 们 知道 实 连续 函数 在 紧 集 上 能 取 到 最 大 值 ， 现 在 
正 泛 通 多 在 集合 -HV 上 能 否 取 到 最 大 值 , 关键 要 证 MH 是 否 有 
“ 紧 性。Montel 定理 就 是 要 解决 集合 .U 的 “ 紧 " 性 问题 。 


2.1 Montel 定理 


我 们 知道 有 界 点 列 必 有 收敛 子 列 。 现 在 要 把 这 一 性 质 推广 到 
函数 集合 上 去 。 

定义 1 设 {(o} 是 定义 于 区 域 D 内 的 函数 列 , 若 任 给 ! 
集 KCD， 存 在 常数 太 一 M(K) > 0, 使 得 对 任意 * 和 Vz EK， 
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有 
lf,C2)| < 对 ， (3) 
则 称 {f,(z)} 在 D 内 内 闭 一 致 有 蜡 。 

若 刀 为 圆 域 jz 一 4a| < R， 则 函数 列 在 D 内 内 闭 -~ 致 有 界 ， 
等 价 于 任 给 r(0 < 二 RR)， 函 数列 在 圆 jz 一 a| 万 + 上 一 致 有 
界 。 若 函数 列 在 区 域 了 内 一 致 有 界 ， 必 在 忆 内 内 闭 一 致 有 界 。 反 
之 不 然 , 如 函数 列 f,(z) = 二 nz" 在 1z| 二 1 内 内 闭 一 臻 有 界 ， 但 
在 1z| 二 1 内 不 一 致 有 界 ， 

定义 2 设 条 ,(z)} 是 在 区 域 刀 内 定义 的 函数 列 ， 若 任 给 紧 
集 天 CD，Ve> 二 0，35 一 5(e,K) >>0, 使 得 当 jx 一 z| 一 5， 
z1 2 天 时 ,对 任意 自然 x, 有 

[f(z1) — f(z2)| < 8， (4) 
则 称 {f(z)} 在 也 内 内 闭 等 度 连续 . 

如 函数 列 f,(z) 二 xz* 在 |z| < 1 内 内 闭 等 度 连续 。 

下 面 讨论 的 了 水 数列 为 解析 函数 列 , 函数 列 f,(x) 在 紧 集 天 上 
一 致 连续 ， 所 以 对 每 个 f,(z)， 存 在 6 > 0 使 (4) 式 成 立 。 内 闭 
等 度 连续 性 要 求 对 所 有 的 f,(z), 有 公共 的 5 存在 使 (4) 式 成 立 。 

定理 1 设 {f(z)} 是 在 区 域 D 内 定义 的 函数 列 。 若 

(1) {f,(z)} 在 DD 内 内 闭 等 度 连续 ; 

(2) 点 集 E 在 D 内 稠密 , 且 {f,(z)} 在 巨 上 收敛 ; 

则 {f,《z)} 在 忆 内 内 闭 一 致 收敛 。 
证 明 只 要 证 任 给 紧 集 KCD, Ve 0，3N， 当 wm 二 人 
时 ,有 
|f .C2) 一 有 (| < 8, x 6 天 。 (5) 
记 po 一 dist(K,9D) > 0。 考虑 紧 集 F 
— {x: dist(z, 天) < p/2}, 
显然 KCFCD， 由 条 件 {f.(z)} 在 3 上 等 度 连 续 ， 所 以 对 于 给 
定 的 e, 36 一 8(s;F) 盖 0, 当 |x 一 sl 二 6, z1,z2€F 时 ,有 
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《为 | < 了， vnéN. (6) 


在 C 上 作 边 平行 于 坐标 轴 的 正方 形 网 格 ,其 间距 为 min{p/4， 
3/2}+、 由 于 天 为 有 界 闭 集 ， 所 以 与 玉 相 交 的 闭 网 格 至 多 为 有 穷 多 
个 ， 记 作 dd ,dp (图 9-8)， 
Kc (jd 闭 正方 形 必 的 直径 江 

j=1 
幢 : 

diam d; < min{p/2, 56} 
(j= 1,2,.…,p), 可 见 起 CR 一 
1,2,...,p). 又 由 于 集合 E 在 DD 内 
稠密 , 所 以 在 每 一 d; 上 必 可 求 出 琴 
的 点 zj(1 二 p)， 序列 {f, (x)} 
在 {x122，* ,zol 上 收 伍 , 所 以 存 
在 N, 当 n,m 之 N 时 ,就 有 


[fz7) — fz)| < (<i<p), (7) 


9-8 


Vz € K， 它 一 定 属于 某 一 网 格 dj 及 diam di 二 6， 由 (6) 式 得 
fC) 一 fs < 本 IC) — foalz;)| < (8) 


所 以 当 zz 宇和 N 时 ,由 (7) 与 (8) 得 

[fC8) — faz)| & [fz) 一 所 (zi 站 | 十 j js) 一 大 (zh 门 

十 |j(z) — fnl2)| < 6, Vz €K, 

这 表明 {f,(z)} 在 入 上 一 致 收 伍 ， 即 在 妈 内 内 闭 一 致 收敛 。 证 
毕 。 

定理 2 设 (1) {f,(z)} 在 区 域 D 内 解析 , 且 在 D 内 内 闭 一 臻 
有 界 ; 

(2) 点 集 ECD 在 D 内 稠密 , 且 {f,(z)} 在 巨 上 收敛 ， 
则 {f(z)} 在 DD 内 内 闭 一 致 收敛 。 
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证 明 ”根据 上 一 定理 ， 只 要 证 {f,(z)} 在 D 内 内 闭 等 度 连 
续 , 即 证 任 给 紧 集 KCD，Ve > 0， 一 定 有 使 (4) 式 成 立 的 5 一 
5(s ,KK) 存在 。 
记 p 一 dist(K, 9D) > 0， 考虑 紧 集 F: 
下 一 {fz:dist(s, K) < p/2}, 
显然 KCFCD， 由 条 件 3M 一 M(F) > 0， 使 得 
fC | SM, Vn€N, Vz€F, (9) 
设 点 z1,x*2€《 尺 ,上 且 令 |% 一 ?| < o/14。 考 虑 圆周 7Y: 此 一 车 一 


2/2， 则 7 与 其 内 部 属于 FF。 由 Cauchy 公式 与 (9) 式 ,得 


一 一 A a(¢) 
DD -| 
-一 |> 一 zz| 人 A 

27 (¢ — z1)(¢— a 
< 二 二 3 . _M . 2x。 
27 p/2* p/4 2 
4M 
一 -一 |z 一 22|， 
p 


取 6 一 min(p/4,ps/(4M)) >>0, 则 当 |2 一 2 < 6,2,2.€EK 
时 ,就 有 
jj (xz O—f2)| <e, vneéN. 
这 表明 {f(z)} 在 DD 内 内 闭 等 度 连 续 。 证 毕 ， 
定理 3CMontel) 若 {j,(z)} 在 区 域 D 内 和 解 析 ， 且 在 D 内 
内 闭 一 致 有 界 , 则 必 有 子 列 {fCz)} 在 DD 内 内 闭 一 致 收敛 , 
证 明 根据 定理 2, 只 要 证 明 存 在 子 列 {fC2)} 在 了 的 稳 密 
集 王 上 收敛 ， 取 五 为 集合 
EE 一 {x 十 iy《D: x,y 为 有 理 数 }. 
显然 E 在 D 上 移 密 .证 E 可 排列 成 一 序列 。 为 此 记 x,y 为 简约 分 
*256， 


数 形 式 : 二 乞 ， 》 一 全， 其 中 n,4 为 正 整数 ， m,> p 为 整数 ， 厂 


nn 
中 满足 条 件 
n--q+im|l 二 +|p| 志 4 
的 点 至 多 有 限 个 ， 不 管 按 什么 顺序 排 成 一 有 限 点 列 。 互 中 满足 条 
件 
4<n 二 4g 十 |m|l 十 |p| 志 4 
的 点 至 多 有 限 个 ,不 管 按 什么 顺序 接着 上 面 有 限 点 列 排 下 去 , 依 此 
下 去 , 5 中 满足 条 件 
tn gg 十 |m[ 十 |p| 二 4++1 
的 点 至 多 有 限 个 ， 不 管 按 什 么 顺序 接着 前 面 有 限 点 列 排 下 去 (二 
2,3,"……)。 这 样 就 把 E 排 成 一 点 列 。 
再 证 在 EE 上 可 求 出 收敛 子 列 ， 设 为 
{1 2%29 33 ** Zp }. 
由 定理 条 件 {f,(z1)} 有 界 , 所 以 存在 zi 点 收敛 的 子 列 : 
(Co 有 (Ca7 
又 {fsx(z2)} 有 界 , 存 在 zz: 点 收敛 的 子 列 : 
fs 有 (Ce 
由 {f64? 了 Cz,)} 有 界 , 存 在 在 zz， zy 点 收敛 的 子 列 ; 
fe (C2), jz (10) 
依 此 下 去 可 得 无 穷 个 子 序列 ， 后 一 序列 是 前 一 序列 的 子 序 列 ， 每 
抽 一 次 子 序 列 , 收 和 敛 点 增加 一 点 , 抽 有 限 次 子 序 列 、 也 只 能 使 该 序 
列 在 有 限 个 点 上 收敛 。 怎么 能 使 子 序列 在 互 上 收敛 呢 ? 诀窍 是 抽 
取 “ 对 角 线 序列 ”: . 
f° C8), fos), ,fz (11) 
则 它 在 E 上 收敛 。 因 为 Vz,€ E， 序 列 (11) 中 自 第 项 以 后 序 
列 ,是 第 p 个 序列 (10) 的 子 列 ， 所 以 它 在 x, 点 收 伍 。 由 尹 的 任意 
狂 , 即 知 序列 (11) 在 E 上 收 化 .证 毕 ， 
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2.2 ” 黎 曼 存在 定理 


下 面 的 引 理 是 为 了 证 明定 理 4 作 准 备 ， 
引 理 1 若是 单位 图 D: |z| < 1 内 的 单 连 通 区 域 , 且 
0 D 和 x 一 0€.0Q， 则 存在 单 叶 解 析 函 数 h(x)， 满 足 
hk: GG-—>D, h(0)=0, (0)>1. 
证 明 由 条 件 3 a€ D，aéEQ, 令 
o(s) 一 


2 一 0 


1 一 2z” 

因 w(x》 在 单 连通 区 域 9 内 不 为 零 , 故 W op(s) 可 取出 单 值 解析 
分 支 , 记 为 g(z) 一 Vp(z) ,函数 g(x) 仍 在 9 上 单 叶 。 事 实 上 
设 g(z1) = &(z)， 两 边 平方 得 p(zD) 一 psy), 推出 za 一 2 
令 g(0) 一 5 一 MV 一 。 ED, 显然 0 二 15| 二 1。 再 令 


_ 2—b 
plz) 一 1 二 Ze? 
则 省 数 
hlz) — esigplg(s))]: O—>D, 0) = 0, 
h(z) 在 9 内 单 叶 解析 , 且 
4 一 :aiarg5 jy ? 一 Aiarg2 pr 2 0) 
大 (0) 一 ep (b)g(0) 一 esge CD) 28C0) 
一 eiargb 1 .1—leo fF _1+1o ~) 
1—|6bl? 26 215| * 
证 毕 .。 


定理 4 (Riemann) 若 2CC 为 单 连通 区 域 , 且 不 为 C， 
zk OQ，0, 为 一 实数 《0 < 0, 二 2x)。 则 存在 一 孙 数 f(z) 满足; 

(1) w 一 f(z) 在 9 内 单 叶 解析 ， 且 把 8 保 角 地 映 为 单位 贺 
lw| < 1, f(z0) 一 0; 

(2) arg f(z0) 一 6. 
这 样 的 函数 是 唯一 的 。 
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证 明 若 定理 对 09, 一 0， 即 人 sx) >0 时 已 证 毕 ， 则 对 一 
般 的 9， 了 映 射 函 数 也 存在 唯一 ， 事 实 上 盘 数 1 
eicof (x) 
满足 定理 中 (1) 与 (2), 其 中 f(z) 是 6 一 0 时 的 映射 函数 ; 如 果 
有 两 个 上 映射 函数 f(z) 与 f(x) 满足 (1) 与 (2), 则 e-9'f(w) 与 
e iejf(z) 满足 6 一 0 时 的 条 件 (1) 与 (2), 因 此 
ei9f, (2) = ei0f. (2), 

推出 (x) 三 天 (2)。 所 以 定理 只 需 对 % 一 0 或 jx) >0 加 
以 证 明 。 证 明 分 四 步 ， : 

(1) 在 2 上 考虑 函数 集合 

HM 一 Te: 2 在 9 内 单 叶 解析 ， &(zo) 一 0， & (ze) > 0， 

lg 一] 
证 集合 -A 非 空 。 由 定理 假设 ,3a€ C，at8、 在 48 内 可 取出 
VY: 一。 的 单 值 解析 分 支 , 记 作 
“一 o( 一 Vz 一 0， 
当 xz, xz eg 时 ,有 等 式 
[p(s) 一 9(z 7)][o(s) + pr) =z— 7 (12) 

由 (12) 式 ， 首 先 可 得 出 w(x) 在 9 内 单 时 , 其 次 可 得 出 Vs & 9， 
一 p(z)Ep(27， 如 果 不 然 ,3 zx,z’E .0, 使 一 p(w) 一 p(x'), 由 
(12) 式 得 z 一 z*， 因 而 p(x) 一 gp(z )， 进 一 步 得 p(x) 一 0, 这 
与 p(x) 在 9@ 上 不 为 零 矛 盾 。 这 说 明 Pp 把 9 上映 为 单 连 通 区 域 
G= 9p(9), 把 zx。 映 为 一 plz0) EG。， 则 —LoEG, 任 取 闭 贺 
1 一 如 | 万 + 属于 G, 则 该 闭 圆 关 于 原点 对 称 的 闭 贺 |¢ 十 | 二 7 
完全 不 属于 G. 总 存在 分 式 线性 变换 L(5)， 把 贺 此 十 如 之 
的 外 部 映 为 单位 图 |w| < 1 内 部 ， 并 使 L(6,) 一 0。 再 适当 取 
0&€ [0,2r)， 使 


2 一 epG)le HA, 
这 证 明了 .A& 非 空 集 。 
(2) 令 
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1 = sup 8'(2). : (13) 


首先 说 明 ) 不 可 能 为 十 co ,这 是 因为 gCz) 限 制 在 4 内 圆 |z 一 z| 二 
ro 上 时 ,应 用 Schwarz 引 理 得 


0 < gz) < +, 
ro 


由 此 可 得 


0 一 1 过 工 . 
re 


其 次 说 明 存 在 fe .A 能 取 到 上 确 界 ?+，、 由 上 确 界 定义 ,38,& .A ， 
使 得 . 
lim g,(z0) 一 4。 
序列 {g,(s)} 在 9 内 一 致 有 界 , 根 据 Montel 定理 ， 存 在 子 序列 
{8si4《2)}， 它 在 Q 内 内 闭 一 致 收 伍 于 fz)， 由 Weierstrass 定理 
知 函 数 f(z) 在 @ 内 解析 ， 且 {8;,(z)} 在 2 内 内 闭 一 致 收敛 于 
f(z)， 特 别 有 
4 一 lim8。 20) = f(z0). 


这 表明 fa 不 是 常数 ， 由 Hurwitz 定理 知 f(z) 在 8 内 单 叶 . 
容易 看 出 长 zo) 一 0, 11(z)| 二 1, 但 由 最 大 模 原 理 得 |f(z)| 一 1， 
所 以 f€ AH, 

《3) w 一 f(x) 把 8 保 角 地 上 映 为 |w| < 1。 假设 不 然 ， 单 叶 
解析 六 数 (x) 把 单 连 通 区 域 0 映 为 单 连通 区 域 (8)，1(9) 不 
是 单位 园 ， 则 由 引 理 1, 存在 万 2) 内 单 叶 解 析 函数 多 w)， 把 
人 9) 了 映 人 单位 圆 ，A0) 一 0，h'(0) > 1。 函数 

pz) — hIf(z)] EA, 
而 
p20) 一 pCO Cz0) > fF(20) 一 2， 
这 与 4 的 定义 矛盾 。 所 以 f(z) 把 9 上映 为 |w| < 1 
《4) 证 唯一 性 ， 假 如 函数 w 一 fi(z) 也 把 @& 贞 为 |w 二 1， 


460， 


且 满 足 fi(z0) = 0， fiCz0) >>04， 则 阔 数 FC(w) = flfri(w)] 满 
足 Schwarz 引 理 的 条 件 , 所 以 有 


IFGO)| 声 1w| 或 上 二 |)1， (14) 
同 理 ,函数 有 [三 (w)] 也 满足 Schwarz 引 理 的 条 件 ,又 有 
EACOIE -CI (15) 


由 (14) 与 (15) 得 [fz)| 二 | 让 Ce， 因而 f(x) 一 ef,(x)， 再 由 
f(z) 一 efi(zo) 和 条 件 《2), 推出 “一 0， 即 得 1(#) 三 有 (2)， 
证 毕 ， 

黎 曼 的 映射 定理 也 可 表述 成 如 下 形式 。 

推论 1 设 OCC 为 单 连 通 区 域 , 且 不 为 C, ze2. 则 一 
定 存 在 函数 w 一 F(z)， 它 在 9 内 单 叶 解 析 ， 把 8 保 角 地 上 映 为 以 
原点 为 心 的 贺 ，F(#6) 一 0，F“《z。) 一 1， 且 这 种 映射 函数 是 唯 
一 的 。 

证 明 设 f(x) 是 定理 4 中 对 应 于 6, 一 0 的 映射 函数 , 令 


Fa 一 Hs, 
® f(z%0) 


它 即 为 所 求 函 数 ,把 0 映 为 半径 是 R 一 上 的 融 ， 如 还 有 另 一 


f(z0) 
函数 w 一 PR (z)， 把 Q 映 为 |w| < R,, F(z0) 一 0, Fi(z0) 一 1, 


由 定理 4 的 唯一 性 得 
fa ~ 全 呈 


因此 了 (20) 一 二 ， 代 人 上 式 得 


fx) _ y 
F(x) C2) F(x), 
证 毕 ， 
称 半径 R 一 Fz 为 区 域 9 在 与 点 的 映射 半径 ， 
[9 
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$3 边界 对 应 


单 连通 区 域 8 到 单位 加 D; 1w| < 1 的 保 角 映射 函数 w 一 
f(z) 能 否 扩 充 为 8 到 DD 的 同 胚 映射 , 即 f(z) 在 上 是 连续 , 一 
一 的 , 反 防 数 gL(w) 在 D 上 是 连续 ,一 一 的 ,这 时 区 域 2 的 边界 起 
了 决定 性 作 用 ， 

定义 3 设 0 为 单 连通 区 域 ,， 5&《 89, 对 任 一 点 列 {z,} C9， 
fm xz, 一 5， 疙 存在 一 连续 曲线 

7; [0,1] —> QU{2), 
和 递增 序列 {ij: 0 过 < < < 近 …,1 一 1, 使 
TCD) 一 20C2 一 1,2,…) 和 7C)E0(0&1<1)， 则 称 5 是 
4 的 简单 边界 点 。 

若 Q 是 Jordan 区 域 ， 可 以 证 明 它 的 每 一 边界 点 是 简单 边界 
点 。 单 连通 区 域 的 边界 点 不 一 定 是 简单 边界 点 ， 例 如 单 连通 区 域 
2 一 DD\{x: 0 所 x< 1} 的 边界 点 x(0 过 x 专 1), 不 是 0 的 简 
单 边界 点 。 这 节 我 们 要 证 明 ;， 若 单 连通 区 域 8 的 每 一 边界 点 是 简 
单 边界 点 , 则 8 到 单位 贺 也 的 上 映射 函数 w 一 f(z)， 可 以 扩充 为 8 
到 DD 的 同 肘 耿 射 。 所 以 单 连 通 区 域 8 的 每 一 边界 点 为 简单 边界 
点 , 则 它 一 定 是 Jordan 区 域 . 


3.1 函数 g(w) 的 连续 开拓 

把 证 明 中 要 用 到 的 一 些 事实 先 作 一 交待 。 

(1) 若 z, 一 099, 则 w。, 二 fz,) 一 9D， 事实 上 如 果 有 一 
子 列 wi 二 f(z) 玉 w，|wol < 1， 考虑 反 函 数 z 一 gCw), 有 
zz 一 ECww) 一 guoo)eO@， 这 与 假设 矛盾 ， 所 以 w。 -> 8D， 同 
理 , 若 ws 一 9D， 则 z, 一 g(w,) 一 00, 

(2) 设 z 一 &(w) 在 DD 内 单 叶 解析 ,把 D 映 为 G0。 y 是 D 内 
光滑 曲线 ,其 方程 为 w 一 w(t) (a 性 5)，gCw) 把 7 里 为 光 
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消 曲 线 P, 其 方程 为 z 一 sfw lj(o 志 : 之 5)， 则 T 的 长 度 为 : 


[asl = | lat llawl. (16) 
事实 上 利用 参数 方程 计算 上 式 两 个 积分 ,得 到 的 定 积分 是 一 禅 的， 
所 以 (16) 式 成 立 


(3) 设 EC 了 是 可 求 面积 的 集合 ， 则 &(E)C2 也 是 可 求 面 
积 的 集合 , 且 


Arecalg( E)) 一 | ece?ram Dr。 (17) 


事实 上 利用 重 积分 换 元 公式 ; 把 g(w) 一 x(wx,sv) 十 iy(w,s) 看 
成 二 元 函数 变换 得 ; 
Ox 0x 
Ou dv 
Gy 09 
Ou Gv 
= [fieduav, 


E 


(4) 定 积分 的 Cauchy 不 等 式 ; 


Ie)a ‘< | llas. | le har. 


定理 5 设 单 连通 区 域 @ 的 每 个 边界 点 为 简单 边界 点 ，w 二 
f(z) 在 @ 内 单 叶 解 析 ， 且 把 9 保 角 地 配 为 单位 圆 D: |w| < 工 . 
则 其 反 函 数 z 一 eC《w) 可 连续 扩充 到 D， 

证 明 Vw。& 86D， 证 明 

dm, SCw) 
存在 .无 妨 设 wo = 一 一 1， 反 证 法 。 假 设 lim lw) 不 存在 ， 则 
存在 DD 内 的 序列 {w,} 和 {w,}， 满足 lim ws 一 一 1 一 im ws 


但 


Area(g(E)) 一 dzd? 一 人 


glE) 


limg(w,) = limz, = &t,€ 00, 
fT 人 


"403 + 


lmg(w) = lims, — 1,€00. 


时 | 
可 以 求 出 连续 曲线 
2 [0,1J—>C (= 1,2), 
使 7Y(1) = 65, 7ADE 0, 1€10,1) (= 1, 2), 曲线 Xi 通过 点 
列 *。， 曲 线 7, 通过 点 列 z,。 无 妨 设 曲线 mi, 不 交 。 由 一 致 连 
综 注 ，3c € 《0,1)， 当 nz6ef[c,1) 时 ,有 


nC) 一 mi 二 | > ll (18) 
因为 7:([0,c]) 为 2 中 紧 集 ， 所 以 f[7;《[0, c])] 为 也 中 紧 


集 , 于 是 35 > 0， 使 得 区 域 DNV( 一 1;6) 一 4(8) 与 f{7Y,([0， 
c)] 不 交 。 区 域 4(8) 的 点 用 极 和 坐标 《r,9) 来 表示 (图 9-9) 为 : 


0<r 一 5， 一 PCr) <0< pr)， 
其 中 g(r) 一 arccos r/2 才 xn/2、 由 (17) 式 得 


Area(g(4(5))) 一 i gCw)|’dudv 


on Ad) 
本 ee 二 + re's)l?r drd 9, 《19) 
下 面 用 弧 长 来 估计 上 式 右 端的 积分 ， Yr; 0 < < 5， 考虑 
31 续 264 时 


圆周 C,: | 过 十 1| 一 也》 C， 必 与 曲线 7; 一 for;(i 一 1,2) 相交， 

分 别 取 一 交点 记 为 wyw。C, 上 的 圆 弧 wo 在 z 一 g(w) 映射 

下 ,其 像 为 一 端点 在 wy; 上 的 光滑 曲线 。 由 (18) 与 (16) 式 可 得 
il5— 6l < | lgCoolldw 


< | lg(—1 + ree)1rd6， 
oe 
应 用 Cauchy 不 等 式 ,得 


pr) ptr 
二 一 5 的 |” le(—l+ re®) lng, 


gr) 


SS < Ie-l + rer) lrdo. 


4nr —g(r) 


上 式 对 + 积分 ,然后 应 用 (19) 得 到 


_. 2 [8 ye 8 (pr) 。 
十 co 一 | 一 总 于 | di 过 | | le (—1 十 rei?)lir dbdr 
47 or 0 J 一 pr) 


一 Area(g( A(6))) < Area(0) < 十 oo。 
这 个 矛盾 证 明了 极限 


存在 ， 定 义 gCw。) 为 上 述 的 极限 值 ， 由 w。 的 任意 性 ，g《w) 在 
D 上 有 定义 ， 
不 难说 明 g(w) 在 D 上 连续 ,事实 上 Ve > 0，36 > 0, 当 
w € DNVC; 8) 时， 
|g(w)— (wo0)| < 
令 w 一 wi€《 0DNV(wo;5)， 得 
|gCw) 一 gw0)| < s。 
即 当 w 《DNVCwo;5) 时 ,有 
|g(w) 一 gwo)| < , 
上 式 说 明 g(w) 在 we 点 连续 。 由 zw 的 任意 性 ,函数 g(w) 在 万 


。265 。 


和 


上 连续 。 证 毕 ， 
3.2 函数 f(z) 的 连续 开拓 


先 证 一 引 理 。 

引 理 2 ”函数 从 w) 在 单位 圆 D 内 解析 、 有 界 ，w’，w” 为 
1w| 二 1 上 两 个 不 同 的 点 ，{ws} 和 {ww} 分 别 为 收 化 于 w 和 
w” 的 DD 内 的 序列 。1, 是 D 内 连接 w, 与 w: 的 曲线 ， 且 位 于 环 

i—ége,<|wi <1 (e,>0) 
内 ,其 中 lims。 = 0， 又 {3,} 为 一 造 于 夫 的 正 序列 , 佑 


[aCw)| 6 weEl,, 


则 hw) = 0， 

证 明 无 妨 设 w'，w” 关 于 实 轴 对 称 ( 图 9-10): w” 一 ww， 
否则 芳 虑 项 数 hei"”w)〉 即 成 . 
取 整 数 N 充 分 大 ,使 #* 宇 NN 时 ， 
点 列 {ws} 和 {wx} 落 在 角 
域 16|1 过 x/N 之 外 . 记 射 线 
0 一 7/N 为 L'。 设 1。: [co 
65] 一 D， 令 z 为 从 ws 一 
1,《a。) 出 发 , 曲线 1。 与 二 的 
最 后 一 个 交点 /Ca ) 的 参数 ， 
sa 是 1, 与 实 轴 的 第 一 个 交点 
1《s。) 的 参数 ，1, 限制 在 [z。， 
ss] 上 的 曲线 1,|[zt,, s,] 落 在 角 0 志 6x/N 内 。 将 曲线 
/| [ss] 关于 实 轴 作 反射 ， 得 一 连接 点 1,(1,) 与 有 2)， 且 过 


1.(s。) 点 的 曲线 0,。 令 T 表 示 由 函数 ¢ 一 。' 荣 w 给 定 的 旋转 变 
换 。 考虑 NN 条 曲线 


9-10 


gre9 To TN lo,, (20) 
则 这 六 条 曲线 首尾 相 接 , 正好 构成 一 条 闭 曲 线 、 且 位 于 圆 环 1 一 
»266， 


之 |w| 过 1 内， 仿 
htCaw) 一 hw BY, 
它 在 六 内 解析 ,在 o。 上 
8*( 刀 7)| 之 6.M, 
其 中 M 一 Sup |h(w)l, 再 令 
G0) 一 Bryw)h* (TW): h*(TH-ly), 
它 仍 在 DD 内 解析 ,在 oc,。 上 | 
|GCw)! < 99M2Y (21) 
当 忆 属于 (20) 中 任意 一 条 由 线 时 ,上 式 仍 成 立 。 固定 we D,(21) 
推出 如 (w) 一 0， 进 而 得 h《w) = 0。 证 毕 ， 
定理 6 设 单 湛 削 区 域 0 的 每 一 边界 点 为 简单 边界 点 ，w 一 
f(z) 在 侣 内 单 叶 解析 ,把 8Q 映 为 单位 图 D。 则 f(x) 可 扩充 为 8 
到 五 的 同 跃 映射 ( 即 扩充 后 的 f(z) 在 名 上 是 连续 一 一 的 , 其 反 
函数 gs(w) 在 娓 上 是 连续 、 一 一 的 )。 
证 明 首先 证 Vi € 882， 函数 极限 
alm, f(s) (22) 
存在 。 用 反 证 法 。 假设 不 然 , 则 在 8 内 存在 序列 {z;} 与 {2%})， 
lim zs = = limz,,， 币 
limf(2,) = lmw, ~ w’, 
I? w ww, |w|~—1= lw"l. 
lim f(z) = lm ws 一 20 
考虑 序列 {ziyz1 zx2y282 9 “24 3529 “上 它 趋 于 和， 所 以 存在 曲 
线 7Y: [0, 1] 一 C, 使 YU 一 和 7G)€0, 1€[0,1), 且 对 z 
的 一 个 递增 序列 ，Y(9b 依次 取 到 序列 {wi， zxY， xi， xz 中 的 
点 。 记 7, 为 7 限制 在 z，，zs 的 那 部 分 。 令 1 一 fcy。， 则 曲 
线 1 一 致 地 趋 于 边界 9D， 事 实 上 只 要 证 
* 267， 


km {fID ~ 1. (23) 
如 果 不 然 ，38, > 0, 与 {s.}, lims, 一 1 而 


|fI7Cs.)I| < 1 — 6, 
则 点 列 {f[7Cs,)1} 有 一 子 序列 趋 于 wo，[wol 委 1 一 so 令 
一 三 : 也 一 2 

出 点 列 {gCG[YCs,)1)} 一 fs】 有 一 子 序列 趋 于 g(w。)&€ 8, 这 

与 一 1 了 时 ,7(s,) 趋 于 5€608 矛盾 ， 所 以 423) 式 成 立 ， 即 曲 
线 列 /, 满足 引 理 2 中 的 条 件 . 令 h(w) 一 gCw) 一 +,， 当 we€l, 
时 ，z 一 g《w)&《7,.， 所 以 
5 一 sup 1a(sw)| — sup |z — ti—0 (2 一 co)， 


应 用 引 理 2 得 从 w) 一 0， 即 &(w) = 5， 这 与 gCw) 的 单 叶 性 
相 矛 盾 , 故 (22) 式 成 立 。 补 充 定义 
fe) — lm f(s), viE 00. 


如 定理 5 中 的 讨论 知 1(x) 在 8 上 连续 ， 

其 次 证 1(z) 是 9 到 D 的 同上 胚 映射 , 因 x € 0 时 ， 

g[f1(2)] = z。 
令 zx 一 5€00， 由 复合 肖 数 取 极 限 得 
g[fAL)]=4, $5E€O0,. 
所 以 在 上 有 g[f(z)] = xz， 这 说 明 f(z) 在 8 上 是 一 一 -的 ， 
g(w) 为 满 射 。 同 理 有 
和 fls(w)] = w, weéD,. 

这 说 明 gC(w) 在 D 上 是 -一 的 , f(z) 为 满 射 。 由 此 得 出 扩充 后 
的 f(z) 与 g(w) 仍 互 为 反 函 数 。 证 毕 ， 

利用 定理 6 与 分 式 线性 变换 性 质 , 可 证 明 下 面 推论 ， 

推论 2 设 0,(i 一 1,2) 为 Jordan 区 域 ，z yz 2 为 E09， 
上 三 点 > wy wa wi 为 99: 上 三 点 , 且 均 按 达 界 正 向 排列 。 则 一 
定 存 在 唯一 的 函数 w 一 i(z)， 满 足 ; 
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(1) w 一 f(z) 在 9; 内 单 叶 解析 ,把 0， 映 为 9,; 
(2) ww 一 f(z) 在 5 上 连续 ,把 69, 一 一 地 映 为 69,， 是 把 
2z19249%3 股 为 Wis 扩 1) W3。 

证 明 贸 给 读者 作为 练习 。 

上 半 平 面 虽 不 是 Jordan 区 域 ,推论 2 中 2; 有 一 为 上 半 平 面 
时 结论 仍 成 立 ， 


$4 多 角形 的 共 形 映射 
4.1 Schwarz-Christoffel 公式 
考虑 z 平面 上 的 上 半 平 面 了 到 “平面 上 的 * 角形 了 的 内 部 9 
的 保 角 映射 
w — f(z), 
由 上 两 节 知 映射 函数 存在 , 且 可 连续 开拓 到 边界 ,建立 边界 点 之 间 
的 一 一 对 应 。 这 节 来 求 函数 f(x) 的 表示 式 。 设 * 边 形 P 的 顶点 
依 正 向 排列 为 ww ,ws。， 在 点 wk 的 内 和 角 为 X47(0 < Xi 二 
2)， 且 
加 十 入 十 十 46 一 np 一 2 
设 忆 的 边界 点 ok 与 wi 对 应 (图 9-11), 且 设 


一 00d 人 a 十 00， 


ws 


Wat 


A 
TUL 


区 9-11 
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引 理 3 函数 f(z)/f (x) 可 解析 开拓 到 C\ {ea ，* ,0 
证 明 令 $i 一 Cai» Qi+1)» Pi= (wi, w+1) (dat1 一 0， 
wai 一 W154 一 (an) 十 0)U( 一 600, 01)),， 则 f(z) 在 了 内 解析 ， 
在 D US 上 连续 ,在 Sk 上 取 值 为 Pi. 由 一 般 的 对 称 原理 , f(x) 
可 越过 St 解析 开拓 到 下 半 平 面 D', 得 到 函数 Fi(z)， 它 满足 : 
《1》Fi(z) 在 D USiUD 内 解析 ; 
(2) 在 D 内 Fi(z) 二 fz), 因 Fi(x) 把 关于 5% 的 对 称 点 
映 为 关于 Pi 的 对 称 点 和 把 上 半 平 面 D 映 为 8, 所 以 它 把 下 半 平 
面 D' 映 为 0 关于 Pi 的 对 称 区 域 ; 4 
(3) Fi(z) 在 DUSiUD' 内 导数 Fi(z) 关 0。 这 是 因为 Fi(z) 
在 D 和 D’ 内 单 时 , 当 x* 《ED 或 D' 时 ，Fi(z) 交 0， 当 z& Si 时， 
存在 z 点 的 邻 域 ,使 Fi(?) 在 该 分 域内 单 叶 , 所 以 也 有 Fi(z) 关 0， 
(注意 ; Fi(x?) 在 DUSiUD” 内 可 以 不 单 叶 ), 
这 样 我 们 得 到 个 函数 
Fi(z), FP,(z),: ,PF,(z), 
它们 在 D 内 都 等 于 f(x)、 而 在 下 半 平 面 D' 内 两 两 不 等 、 但 我 们 
要 证 明 相 邻 两 个 函数 只 相差 一 个 一 次 式 变 换 ， 即 要 证 ; z€ D' 时 
Filz) — AiFitilz) + Be (一 1 2 一 1)，(247) 
其 中 4,B4 为 常数 。 
任 取 点 x€D’， 则 
z€D. 记 
Ww" 一 f(z), 
10 一 Fi(z), 
3 wiri™ Firi(s), 
w' 与 wi 两 点 关于 Pi 是 
对 称 的 ，w' 与 wit+l 两 点 
关于 Pt 是 对 称 的 ， 由 
图 9-12 看 出 , 向 量 wi 一 
图 9-12 wri 可 由 向 量 wi 一 wt 


TO 


TU 


， 270。 


经 旋转 角度 2r1tt: 得 到 ,于 是 
wh 一 Wt — ErktiiC wht 一 w+1), 
即 
PFA(s] 一 witi™ et Pirils) 一 WH) 
到 A 一 eiti, B= win(l— ez"ttti) 便 得 (24) 式 ， 因 此 在 
必 内 
-REkCa 一 Fit (一 12 一 1 
Filz) Flirti(z) | 
这 表明 = 个 函数 FXK Cz)/PiCz) (4 一 1,2,"…,#) 在 D' 内 相等 ， 
在 DD 内 都 等 于 六 (xz)/f (x)， 在 DUSiUD” 内 解析 。 所 以 f(x)/ 
f(z) 可 通过 SC 一 1,2,…',n) 解析 开拓 到 下 半 平 面 。 开拓 后 
的 函数 仍 记 为 f(x)/f(z), 它 在 C\{ar, 01,"……… 3 0s:} 上 解析 。 证 
毕 ，。 
引 理 4 令 (2) 一 扩 (z)/f(z), 则 ai 是 g《z) 的 一 级 极点 ,- 
Res(g;ai)— i—1 (kT—=1,2,..…,#),， 且 lim g (x) 一 0。 
证 明 设 At 是 0 内 以 wi 为 顶点 的 记 形 :Ai 一 OnF(wi 
5)。 在 DD 内 与 Ak 对 应 的 是 域 d,di 的 边界 有 一 段 是 实 轴 上 含有 
qi 的 线段 瑟 。 w 一 1(z) 将 di 保 角 地 上 映 为 Ab 将 中 双方 单 值 


图 9-13 


地 映 为 A 的 两 条 边线 ， 再 利用 星 函 数 
“一 (w 一 wv 《 取 定 分 支 )， 
将 At 保 角 地 映 为 半圆 w4, Ai 的 边界 与 wx 的 边界 一 一 对 应 《图 
9-13)， 则 复合 函数 
。 271。 


一 (0 一 革 ( — wad 
把 di 保 角 地 上 映 为 w+:， 把 线段 5% 一 一 地 映 为 wi 的 直径 ，ak 上 映 为 
《一 0. 根据 对 称 原理 ,可 以 将 (xz) 解析 开拓 到 dU SXU di， 其 
中 4di 为 和 关 于 实 轴 的 对 称 区 域 ,开拓 后 的 函数 仍 记 为 $4.(%), 它 
在 diUStUdi 内 单 叶 解析 ,所 以 在 以 ai 为 心 的 小 圆 Ci 内 可 展 成 
Taylor 级 数 ; 
Pil2) 一 Lo(z 一 oi) 十 AVC— 2 十 … 
其 中 4 名 一 gi《ox) 关 0， 因 此 在 Ci 内 
biz) 一 (人 z 一 GD)UCs)。 po) 关 0， 
无 妨 设 在 Ci 内 pr C2) 关 0， 所 以 当 ZE di 时 ， 
f(z2) 一 wi — (bile)) R= (2C— a ty C2), (25) 
其 中 Yi(z) 一 Cu) 为 Ci 内 取出 的 不 为 零 的 单 值 分 支 , 
对 (25) 式 求 导 得 
f(s) 一 (xz 一 az) zE di, (26) 
其 中 (C2) 一 MtCe) 十 《z 一 Gx)7i(z)， 函数 大 (zs) 在 Cu 内 
解析 ，Ak(et) 关 0，、 无 妨 设 在 Ci 内 hi(x) 不 为 零 ， 对 (26) 式 求 
导 可 得 
” ti—1 hi(z) 
g (2) -PE -i + ZK di 
上 式 可 解析 开拓 到 Ci\{at}， 即 知 ak 是 g(x) 的 一 级 极点 , 且 
Reslg; at) 一 和 一 工 
最 后 证 img(x) 一 0。 由 于 fj 在 D 内 有 界 ,所 以 co 是 F,(#) 
的 可 去 奇 点 。 它 在 z 一 co 邻 域 有 Laurent 展 式 : 


FD) Bt Be 4 Bon. Ba. 
Z™ 2 


十 1 


于 是 有 
F‘(zs)—=— mB (m+ 1l)Bat) _ .HC) 


Za 二 1 zm+1 gmtl ? 
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其 中 函数 也 (z) 在 * 一 co 邻 域内 解析 ， TY 对 上 式 求 导 得 
2 1 


Fs (2) 一 


进而 得 
六 CD FD) mt 
f(z) FF,(z) % H(z) 
z 一 2 至少 是 昌 '(g)/H(x) 的 二 级 零点， 所 以 zx* 一 0 是 函数 
f(z)/f(z) 的 一 级 零点 , 即 得 
lm8g(s) 一 0. 证 毕 ， 


定理 7 设 w 一 f(x) 保 角 地 将 上 半 平 面 D: Inzx>>0 了 贞 
到 多 边 形 P 围 成 的 域 9,a4 依次 对 应 了 的 顶点 wk 一 1, 2,………， 
nw)、 了 在 Wk 的 内 角 为 X70 之 XA 之 2 一 1,2,.…,n),， 和 且 


六 4 一 及 一 2。 
k= 1 
则 
1 = 0 IG ost Cn 
239 R= 


其 中 C1, CC; 为 常数 ， zo € D, 积分 路 径 是 D 内 任 一 从 20 到 z 的 
可 求 长 曲线 。 
证 明 ”考虑 函数 
f(s) | 

. CO 了 (>) 2— a 
由 引 理 3 知 G(x) 在 C\{a, cos 上 解析 ， 又 由 引 理 4 知 
ok 大 一 129) 与 co 是 G(x) 的 可 去 奇 点 , 因此 G(x) 补充 
定义 后 在 人 上 解析 . 根据 第 五 章 第 四 节 得 G(x) = 常数 ,而 
Boco) 一 0, 得 CG(z) 三 0, 或 

f(x) tl 

fa) zo 


873. 


在 D 内 对 上 式 积分 得 
logf (2) = DI — Dlog Cz — a) + 
化 简 得 
fa) = CT od! zep. 
由 此 看 出 f(z) 在 Do aes) 上 解析 ,所 以 当 连 接 %,, 
的 积分 曲线 属于 万 \fo so … ,os} 时 ,有 
TD 一 Hamede + ca (27) 


#0 k=1 


I[G— om oe — ol ), (> a), 


人 


TG oa)!= Ot), (6 —> 0%0). 


R=1 
这 表明 (27) 式 中 瑕 积分 与 广义 积分 缘 绝 对 收敛 ,所 以 可 取 xz 万， 
连接 z。，z 的 积分 曲线 也 可 取 位 于 六 内 的 任 一 可 求 长 曲线 。 证 
毕 。 
公式 (27) 称 为 Schwarz-Christoffel 公式 ， 有 了 这 个 公 
式 ， 求 上 半 平 面 到 多 角形 域 的 映射 函数 间 题 似乎 完全 解决 了 ,其 
实 并 非 如 此 ,因为 多 边 形 了 给 定 后 ,顶点 wx 与 内 角 Xx 虽 是 已 知 
数 ,而 ak 是 由 映射 函数 所 确定 的 ,其 具体 值 是 未 知 的 , 若 ok 的 值 
定 不 出 来 ,公式 (27) 只 是 理论 上 有 意义 ， 一 般 来 说 ,我 们 可 以 指定 
9D 边界 上 三 个 点 a1, ezy ao 爱 为 顶点 wy wi3，w3。 所 以 了 为 三 角 
形 时 ， 求 映射 函数 问题 已 完全 解决 。 对 一 般 多边 形 P, 需要 由 方 
程 fCar) wR 来 确定 ake 
推论 3 设 光一 Hz) 把 D: Imnz> 盖 0 上映 为 多 边 形 P 围 成 
的 区 域 2, ok 依次 对 应 已 的 顶点 wi 一 1,2,…',n 一 1),，% 
对 应 于 顶点 w。z 点 的 内 角 为 MtTC0O 一 人 天 20 一 12 
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1)， 六 则 
k=1 


i 0 od tc 
*0 R=1 


其 中 Ci,C2 为 常数 Zo Ek D, 积分 路 径 是 万 内 任 一 连接 op 2 的 可 
求 长 曲线 ， 
证 明 令 5 一 一 一 (a < o)， 它 是 上 半 平 面 到 上 半 平 面 


1 一 2 
的 映射 , 且 把 点 


0 < 0 一 …'<0- << 十 oo 


映 为 
Bi<hB<** < 68. = 0, 


这 里 B84 一 — 1 《 = 1 2， ,7—1), 令 FCE) =f(— +); 
a a 
它 把 Im >0 映 为 9, 把 点 所 上 映 为 wk(& 一 1,2,…,#)， 由 定 
理 7 得 
a Ci) He— pdr tC 


0 k=1 


所 以 | 
i(D—F (Ho)— oy 再 epowrar+e 
一 ei) 了 (- 二 二 - 7)" cs + Ci 
下 ~】 


=—c| TG odd + ce 
” 1 
#1 | 
其 中 C, 一 C1] (a 一 a),，C; 一 C2 证 毕 ， 
k=1 


4.2 ”和 矩形 情形 
给 宏智 形 区 域 9, 其 顶 品 为 如一 天 wi 一 十 iKk,， 
?213 ， 


w; 一 -K+iK' w= 一 K (K >0,，K’ >>0)， 把 上 半 平 面 D 映 
为 的 映射 函数 w ~ f(x) 可 以 很 多 ， 我 们 希望 f(x) 具有 某 种 
对 称 性 ， 使 积分 表示 公式 的 形式 能 简单 些 。 为 此 先 作 把 第 一 象限 
区 域 D, 映 为 8 在 第 一 象限 部 分 2: 的 保 角 映射, 且 使 Di 与 2! 的 
三 个 边界 点 对 应 如 下 (图 9-14): 
0F>0, 1 上 > 天 ， %F> Ki. 

由 推论 2 知 这 种 映射 沙 数 f(z) 存在 唯一 。 它 一 定 把 某 一 点 1/% 
(0 过 大 之 1) 上映 为 点 wi 一 十 iK', 把 正 虞 轴 映 为 线段 [0,iK”], 


0 1 1 oo 
图 9-14 
应 用 对 称 原理 ，w 一 f(x) 可 解析 开拓 到 上 半 平 面 刀 ， 开 拓 后 函 
数 仍 记 为 w = fa)， 它 把 刀 映 为 矩形 29, 一 1H> 一 太一 元 F> 
一 天 十 ji 天 "。 根 据 公式 (27) ,我们 有 


de 
f(z) 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 十 
路 VC TIDGT+DG 一 DG 一 LU 
由 藉 0) 一 0， 推出 C, 一 0， 所 以 
fa -C0| 天 一 全 一 一 (0<4< 0 

| "VU — 1 — RE) 
上 述 积分 称 为 籽 贺 积分 ， 它 给 出 了 D 到 8 的 映射 函数 表示 式 . 但 
公式 中 包含 两 个 未 知 常数 C 和 它 俩 可 通过 已 知 常数 久 与 KK' 来 
决定 。 由 所 1) 一 天 ， 得 

dx 
K= —。 《28) 
5 0 — Kx’) 
2276， 


天 由 f(T) 一 K 十 ik', 得 


uA dz 
K 二 iK' 一 C | 2 
"MI — x)(1 — Rix!) 
f/ 
-ci+cl, (29) 
9 ul 


注意 根 式 V (1 一 5)(1 一 6?) 取 0 之 5 一 x 过 1 时 为 正 值 的 那 
个 分 支 ,所 以 当 1 < 之 $ 一 * 过 1/4 时 ， 
V1 EO RD) = i (#2 — 1 — kr), 
这 样 由 C28) 与 (29) 得 
K'— c)” dx 


! WV (x — 1)(1— kx) 
令 K 一 Vi 一 久 ， ! 一直 于， 上 式 变 为 ; 


KR =C dt 
| 元 — PI — Rn) 
1 dx 
一 C | 一 -一生 一 (30) 
| WAAR 


由 (28),(30) 两 个 方程 可 解 出 两 个 未 知 数 C 与 大。 

下 面 考察 f: D > 0 的 反 函 数 ， 记 作 BR: 0 一 D， 由 定理 
6，F(w) 可 连续 扩充 到 2(F(iK') 一 co， 在 该 点 连续 理解 为 
im PE(w) 一 co0)， 且 在 边界 69 上 到 实 值 。 应 用 对 称 原 理 ， 
F(w》 可 解析 开拓 到 2, (图 9-15), 不 难看 出 F(w) 可 连续 开 到 
2.(F( 一 iK') 一 oo); 在 69， 上 取 实 值 ; 关于 实 轴 对 称 的 边界 点 
w E00, 元 Ec99,， 有 

F(w) 一 F(w), 

同 理 F(w) 可 解析 开拓 到 0,( 图 9-15), 并 且 可 连续 开 

拓 到 8; (F(2K 十 iK')==00); 在 698, 上 取 实 值 ; 关于 直线 
,277。 


| 


Rew 一 大 对 称 的 点 w_ 《00 与 ?一 w E90,, 有 
Fl(w) = F(2K— w). 
仍 用 对 称 原理 ，F(w) 可 
由 8; 解析 开拓 到 9， 或 由 92， 
解析 开拓 到 2,, 两 者 所 得 结果 
是 一 样 的 。F(w) 可 连续 开拓 
到 8,; 在 690， 上 取 实 值 ;关于 
实 轴 对 称 的 边界 点 FCw) 取 
值 一 样 ,或 关于 直线 Rew 一 K 
图 9-15 对 称 的 边界 点 F(w) 取 值 一 
样 ， 
令 民 = dUD UY,UD,, 这 样 F(w) 在 R 内 部 解析 ; 在 民 
上 广义 意义 下 连续 ; 当 w 属 于 RR 的 下 面 边 界 时 ,有 


F(w) 一 F(w + 2iK’), (317 
当 w 属 于 RR 的 左面 边界 时 ,有 
F(w) = F(w + 4K), (32) 


且 在 和 矩形 R 的 边界 3R 上 取 实 值 。 利 用 公式 (31) 与 (32), 我 们 可 
将 F(w) 开拓 到 全 平面 C， 得 到 C 上 的 半 纯 函数 ，F(w) 是 一 
个 具有 周期 4 天 和 2i 天 ' 的 双 周 期 函数 ， 称 双 周 期 的 半 纯 函数 为 精 
加 函数， - 

作为 这 节 结 束 ,我 们 说 明 任 一 四 边 形 总 可 保 角 地 映 为 一 矩形 ， 
并 使 四 边 形 顶点 依 此 对 应 于 矩形 的 顶点 。 

. 定义 4 设 Y 为 Jordan 曲线 ， 在 Y 上 依 正 向 任意 取 定 四 点 
2223 24。 则 称 7 内 部 是 一 以 zi 魏 X 答 4) 为 顶点 的 曲线 四 
边 形 , 记 作 0 Cs,z2,z3;74)。 . 

定理 8 设 Q(z1, 21, 23, 24) 为 一 曲线 四 边 形 ， 则 存在 8 内 单 
叶 解 析 函 数 w 一 f(z)， 把 8 保 角 地 映 为 某 一 矩形 R， 且 使 8 的 
顶点 对 应 于 RR 的 顶点 ， 

证 明 ”出 定理 6, 存在 保 角 映射 7 二 g(x)， 把 0 保 和 角 地 映 为 
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上 上 半 平 面 Im > 0. 设 mH> qll 芝 ij 二 4， 其 中 aj 为 实数 ， 
且 满 足 
0 十 0， 
又 存在 分 式 线 性 变换 5 一 LC7), 把 Im%n>0 上 觅 为 im 之 0， 
并 使 
| 一 > C1/k, oa>—1, at—>1, a >1/R (0 < 1). 

这 种 分 式 线 性 变换 存在 性 是 因为 交 比 《a1,41,43,01) 一 >1 ( 事 
实 上 通过 分 式 线 性 变换 把 ecF>0，o 广 >1，oF> co， 则 
ahF>8>> 1 ， 和 交 比 不 变性 〈el oa os， 6) 一 (0，1， 5，co) 一 


一 一 > 1)， 和 交 比 在 分 式 线性 变换 下 的 不 变性 ,得 


1 1 /lity 

( 个， 1，1， 2 (7) 
由 上 式 可 定 出 常数 KK0 < 让 < 1), 这 说 明 变 换 一 L(3) 存在 ， 
再 作 变 换 


b 


w — i() = de, 

| PC1 — ks) 

它 把 Imz > 0 映 为 矩形 R; 其 顶点 为 K,K 十 iK'， 一 K + iK， 
K, 其 中 


1 dx 
-| of Od — kr) 
K' -| dx 
oC a — Kx) 
一 YI 一 下)。 则 复合 函数 w 一 有 5 上。 g(x) 把 8 映 为 RR， 
- 且 使 质点 互相 对 应 。 证 毕 , 
习 题 
i. 求 把 下 列 所 示 区 域 D 共 形 鼎 为 上 半 平 面 的 映射 孙 数 ， 
es。 279 


图 9-16 


2. 求 下 列 所 示 区 域 刀 了 映 为 单位 圆 , 且 O 上 > O 的 映射 函数 ， 


(2) 


O11/4 
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3. 求 将 下 列 所 示 区 域 轧 映 为 单位 圆 外 部 的 映射 函数 。 


图 9-18 


4. 求 出 将 偏心 圆 环 |z 一 3| 二 9,，1z 一 8| 二 16 上 映 为 同心 贺 
环 1 < |w| < R 的 分 式 线 性 变换 , 

5. 试 将 jz 一 2| = 1 与 虚 轴 围 成 的 二 连通 区 域 映 为 1 二 
jw| 过 R， 并 求 出 R， 

6. 若 {f,(z)} 在 区 域 D 内 解析 , 且 内 闭 一 致 有 界 。 证 {f, Cz)} 
也 在 刀 内 内 闭 一 致 有 界 . 

7. 求 下 列 区 域 2 在 指定 点 % 的 映射 半径 。 

(1) 2: |z| <1, z=a (0 一 |cl < 1); 

(2) 2: Imz >0, 2% = 有 i (> 0). 

8. 设 0 是 单 连通 区 域 ,， 0 六 C，zx 8, 6 和 d 分别 表 示 x。 到 
2 的 边界 的 最 小 距离 和 最 大 距离 。 证明 

5 和 Rs< 和 dd， 

其 中 R 是 0 在 m 点 的 映射 半径 。 

9. 证明 ;单位 贺 |z| < 1 到 多 角形 ?的 内 部 8 的 共 形 映照 
豚 数 为 : 


1 = 0 I odd Cn 
0 R=1 


其 中 axCiatl 一 1) 依 此 与 多 角形 顶点 wk 对 应 ，Mz 为 顶点 ww 
的 内 和 角 ， | zo| < 1， 连接 Zo? z 的 积分 路 径 位 于 [zl <1 内 . C1, 
C3 为 常数 ， 
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10. 没 0 为 正 # 边 形 ， 多 边 形 中 心 在 w 一 0, w 一 a >0 为 
一 项 后 ,证 iz| 二 1 到 88 的 共 形 映射 隙 数 为 ; 


HN = di 
fz) Cy (x > 3). 


11. 求 上 灶 平 面 到 闭 形 (图 9-19) 的 共 形 映射 ,使 得 0,1,cc 分 
哇 与 姜 形 的 字 点 0,e,a(l 十 ei**) 相对 应 。 


图 9-19 
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附 录 


我 们 来 讨论 分 式 线性 变换 的 分 类 及 其 应 用 。 给 定 分 式 线性 变 
换 ， 


一 皮革 abcsd EC, ad — bc 0, (1) 


它 是 已 到 忆 的 单 叶 保 角 映 射 , 在 CN 一 dc} 上 解析 ， 对 任 一 非 
零 复 数 4, 函数 


w 


4az 十 4b 
出 4C2 十 148 2) 
与 (1) 表 示 的 是 同一 分 式 线性 变换 。 反 之 , 若 
一 oz+tp (3) 
7Yz 十 人 


与 (1; 表示 的 是 同一 分 式 线性 变换 ， 则 (3) 一定 可 表示 成 (2) 的 
形式 。 事实 上 ,对 所 有 的 zeC， 由 


az 十 已 co& 十 必 
cz+d 7z+6 


可 推出 
6 一 ca 608 十 b7 一 aid 十 cp8，56 一 4d0， (4) 
由 (4) 中 第 一 与 第 三 式 得 
ao=ps, 7—pc, 8—gb,. 0 一 9d (5) 


其 中 p,q 为 复数 。 将 (5) 代 人 (4) 中 第 二 式 ,得 
q(ad — be) = plad — be), 
进而 得 p = 49. 取 7 一 克 一 9), (5) 式 化 为 (2) 的 形式 。 在 (2) 


中 着 取 4 ~- 和 一 -一 ( 开 根 随 意 取 定 一 值 )， 沽 虑 区 数 (2) 
Vad — br 
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的 系数 构成 的 矩阵 : 
[2 |]， 
ac Nd 
它 的 行列 式 之 值 为 1。 凡 具 有 这 一 性 质 的 表示 式 (2) 称 为 分 式 线 
性 变换 (1) 的 规范 化 表示 。 注 意 , 当 4 一 一 2 时 ,(2) 式 也 是 (1) 
的 规范 化 表示 。 每 个 分 式 线性 变换 只 有 两 个 规范 化 表示 ， 
由 上 所 述 ,我 们 可 以 只 讨论 如 下 的 分 式 线性 变换 


w 一 了 (9 一 到 二 cad 一 pc 一 1。 (6) 
记 系 数 和 矩阵 也 为 了 : 
Tra 了 
7-| 。 ,| det T=1, (7) 
(6) 的 逆 变 换 仍 为 分 式 线 性 变换 
“一 一 i 
其 对 应 的 系数 矩阵 为 T 的 逆 和 矩阵 


"和 
设 另 有 一 分 式 线性 变换 


w = Sn) — + ca 一 78 一 1 
7Ys 十 9 


对 应 系数 矩阵 记 为 


则 复合 函数 w 一 Te8(s) 仍 为 分 式 线性 变换 ,其 对 应 的 系数 矩阵 
为 两 矩阵 的 乘积 ; 


模 等 变换 对 应 于 单位 矩阵 1， 
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这 样 一 来 ， 所 有 形 如 (6) 的 分 式 线性 变换 构成 一 个 群 ， 它 与 
《7) 所 表示 的 二 阶 和 矩阵 群 同 构 , 后 者 群 用 记号 SL(2,C) 表示 ， 由 
于 同 构 , 我 们 也 说 分 式 线性 变换 属于 群 SL(2, C). 

敌阵 了 的 迹 定义 为 主 对 角 绑 元 素 之 和 ; 

Trace 了 一 0 十 vd。 

每 - -分 式 线性 变换 有 两 个 规范 式 , 但 〈Trace T》 是 唯一 确定 的 ， 
于 是 我 们 可 以 利用 迹 的 平方 对 分 式 线性 变换 加 以 分 类 。 

定义 1 给 定 


一 T() 一 到 十 2 ud 一 pc 一 1 
C& 十 了 


为 非 恒 等 变换 的 分 式 线 性 变换 ,对 应 的 系数 矩阵 
4 2 2 一 . 2 
T= | 中 (Trace TY = (0 + dy 

《1) 若 《Trace TX》 一 4， 则 称 T(z) 为 抛物 型 ; 

(2) 着 0< (Trace TX》 < 4， 则 称 T(z) 为 精 贺 型 ; 
(3) 若 《Trace TX > 4， 则 称 TCx) 为 汉 曲 型 ; 

(4) 若 (Trace T)E[0, 十 co)， 则 称 .了 (zx) 为 斜 驶 型 ， 
例 1 设 w 一 T(z) 一 xz 十 1， 它 的 规范 式 对 应 的 矩阵 为 


1 1 
了 一 |, ,| 
由 《Trace T 站 一 (1 十 1 一 4， 所 以 T(z) 为 抛物 型, 


例 2 设 w 一 T(x) 一 eitz(0 过 6 < 2x)。 它 的 规范 式 对 应 
的 矩阵 为 


ei0/2 0 
7-[，. 圳 ， 


0 er-igz 
由 0 和 < (Trace T) = (ei + e-i02)? 一 4cos3 全 < 4;, 所 以 了 (os 


为 椭 贺 型 。 
例 3 设 w 一 T(z) 一 4z(X >>0,4 六 1)， 它 的 规范 式 对 应 
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的 惩 阵 为 
Vi 0 
了 一 一 -| 
| 0 wy 
由 (Trace TX 一 (Vi 十 一 ) > 4， 所 以 了 (2) 为 双 则 型 ， 
VA 


例 4 设 w= T(x) = 1eisz (1>>0, 4 1, 0<0<2x), 
它 的 规范 式 对 应 的 矩阵 为 
Vn e109/2 0 
T= 一 。 
[ 0 | 
1 /本 si _1 -ionY 1 cos 
又 由 于 ee) -Vi + 三 e o] (+ 二 ) :0 
十 2 十 i(2 一 1 )sin EL0,+o0), 所 以 了 (四 为 斜 驶 型 . 


定理 1 设 T(z) 一 毕 士 2，od 一 5c 一 1 为 非 恒 等 变 换 ， 
: CZ 十 


则 T(z) 是 抛物 型 当 且 仅 当 T(z) 只 有 一 个 不 动 点 。 
证 明 求 方程 T(x) 一 x 或 | 
czz 十 (d 一 co)z 一 5 一 0 
的 根 。 若 “ 关 0， 得 方程 的 根 为 
VC 十 人 一 4 (8) 
由 此 可 见 ，T(s) 只 有 一 个 不 动 点 ， 当 上 且 仅 当 《a 十 4)* = 4， 即 
T(x) 只 有 一 个 不 动 点 , 当 且 仅 当 T(z) 为 抛物 型 。 
若 “一 0， 由 . 


T(#) -和 - (9) 


知 T(z) 只 有 一 个 不 动 点 (x 一 0 )， 当 且 仅 且 e 一 d， 结合 规 
范 化 条 件 ad 一 1， 推 出 T(z) 只 有 一 个 不 动 点 ， 当 且 仅 当 一 
d 一 土 1， 如 T(x) 为 抛物 型 。 证 毕 ， 
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定理 2 设 T(e) 一 到 十 2&，od 一 bc 一 1 为 非 便 等 变换 ， 
cz 二 d 


且 把 上 半 : 平 面 映 为 上 半 平 面 。 则 T(x) 是 非 斜 驶 型 的 ,并 且 ， 

(1) "(zx) 为 抛物 型 ， 当 且 仅 当 T(x) 在 实 轴 上 只 有 一 个 不 
动 点 ; 

《2) "(Cz) 为 双 曲 型 , 当 且 仅 当 了 (=) 在 实 轴 上 有 两 个 不 动 点 ; 

(3) "(x) 为 椭圆 型 ， 当 且 仅 当 在 上 半 平 面 内 有 一 不 动 点 。 

证 明 由 于 7(z) 把 实 轴 映 为 实 轴 , 和 把 实 轴 上 三 点 上 陕 为 实 
轴 上 三 点 的 分 式 线性 变换 唯一 性 , 推 得 a,6,c,d 为 实数 ,所 以 有 

0 委 (Trace 了 一 《ce 十 d)2 一 十 co， 
这 说 明 ，"(s) 是 非 斜 驶 型 的 。 

(1) 湾 T(z) 为 抛物 型 ,由 定理 1 知 T(x) 只 有 一 个 不 动 点 
zozo 必 位 于 实 轴 上 ,否则 如 也 是 了 (z) 的 一 个 不 动 点 ,这 与 T(x) 
只 有 一 不 动 点 矛盾 。 反之 ，T(s) 在 实 轴 上 有 一 不 动 点 ， 则 不 能 
有 其 他 不 动 点 ,所 以 T(x》 为 抛物 型 ， 

(2) 和 尘 <“ 关 0， 由 (8) 看 出 ，7(z) 在 实 轴 上 有 了 两 个 不 动 点 ， 
当 且 仅 当 T(z) 为 双 曲 型 ; 若 “ 一 0， 由 (9) 看 出 ，T (zx) 在 实 轴 
上 有 两 个 涉 动 点 , 当 且 仅 当 a < d， 结合 规范 化 条 件 ed 一 1， 有 
| (a+dF=(a— dt4. 

所 以 T(x) 在 实 轴 上 有 两 个 不 动 点 , 当 且 仅 当 T(z) 为 双 曲 型 ， 

(3) 6 《D 与 (2)， 知 了 (s) 在 实 轴 上 有 不 动 点 ， 当 且 仅 当 
T(z) 为 抛 :为 型 或 双 曲 型 ， 所 以 ，T (zx) 为 椭圆 型 当 且 仅 当 T(s) 
在 实 轴 上 元 不 动 点 而 T(x) 在 实 轴 上 无 不 动 点 , 当 且 仅 当 T (x) 
在 上 半 平 而 有 一 不 动 点 ， 证 毕 . 

研究 分 式 线 性 变换 ， 我 们 常 把 它 变 到 最 简单 形式 进行 讨 论 。 
为 此 我 们 引进 共 斩 变 换 的 概念 

定义 设 T(z)，M (s) 为 分 式 线性 变换 , 则 称 

S$(z) 一 M-ioToM (zx) 
是 T(z) (关于 分 式 线性 变换 群 ) 的 共 辐 分 式 线性 变换 . 
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显然 ,了 (GD 也 是 SCs) 的 共 辊 分 式 线 性 变换 . 若 T(x) 有 
不 变 集 E:T(E) 一 下 ， 则 T(z) 的 共 斩 变 换 8$(z) 也 有 不 变 集 
ME)， 所 以 T(z) 与 SCz) 有 相同 个 数 的 不 动 点 。 又 T(x) 
有 不 变 圆 忆 , 则 SC(x) 也 有 不 变 圆 Mn(E). 

定理 3 变换 T(z) 与 其 共 锋 变换 5(z) 有 相同 的 类 型 , 

证 明 ”对 任意 两 个 矩阵 4, B《 SL(2,C)， 容易 验证 

Trace( AB) = Trace( BA). 

再 注意 到 求 逆 变换 规范 化 的 系数 矩 了 泗 、 等 于 先 求 变换 规范 化 的 系 
数 和 矩阵 ,然后 再 求 逆 ; 求 两 变换 复合 的 规范 化 系数 矩阵 ， 等 于 先 求 
两 变换 的 规范 化 的 系数 矩阵 ， 然 后 再 求 积 。 设 5(z) 一 MoTe 
M(x) 的 规范 化 的 系数 矩阵 仍 用 5、M、7 表示 , 则 

Trace($) =— Trace( M1!. T. M)= Trace(M . M-!. TT) 

= Trace(T). 

所 以 T(z) 与 5(z) 属于 同一 类 型 。 证 毕 ， 

定 至 4 (1) T(z) 属于 抛物 型 的 充 要 条 件 , 为 T(z) 共 斩 于 
变换 SCz) 一 z 二 1， 

(2) T(z) 属于 双 曲 型 的 充 要 条 件 ， 为 T(z) 共 轿 于 变 澳 
Sz) = iz(1 >0, 41); 

(3) T(z) 属于 椭 罚 型 的 充 要 条 件 ， 为 T(z) 共 轿 于 变换 
S$S(z) = ei9z(0 -0 < 27); 

《4) T(z) 属于 斜 驶 型 的 充 要 条 件 ,为 T(z) 共 罗 于 变换 
S$(z) = telz(0 <0<2r, 1>0,4= 1). 

证 明 定理 的 充分 性 ， 由 前 面 的 例 与 定理 3 即 知 。 所 以 只 需 
证 必要 性 ， 

《1) 设 T(x) 为 抛物 型 , 则 T(z) 只 有 一 个 不 动 点 %, 令 | 

M(s) — 一 上 一 ， 
z 一 29 

则 T(z) 的 共 斩 变 换 L(z) 一 MeToeM-'(s) 也 只 有 一 个 不 动 点 
z 一 00， 政 上 (x) 可 表示 成 
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LC(z) — MoToM-i(z) = z+b (0). 
再 令 
N(g) 一 pb? 
则 SC(z) 一 NoLoN-!(z) 二 z 十 1, 或 
S(z) — (NoM)oTo(NoM) (zs) 一 z 十 1。 
部 T(z) 共 轿 于 变换 5(z) 一 z 十 1 
设 T(z) 有 两 个 不 动 点 zi,22 21 SS 7), 令 
1 


M(x) X21 


一 2， 
则 T(z)》 的 共 绝 变换 5(z) 一 MoToM-(z) 有 不 动 点 z 一 0 和 
xs 一 co， 故 5(z) 可 表示 成 
S(s) = els (414>0, 0<<0<27). 
记 S(z) 的 规范 式 系 数 矩 阵 为 5, 则 


(Trace $) = [Virew 十 元 en| 
一 1 cos i —1 sin 
(+i) 90+2+i(2 1 )sin0, 
(2) 车 T(z) 是 双 曲 型 ,由 定理 3 知 5(z) 也 是 双 曲 型 ,因此 
4, 9 要 满足 关系 式 : > 
1\. 1 
人 一 二 jine 一 0， (r+)eos0 >2. 
这 只 有 当 0 一 0, + 六 1 时 才 成 立 , 所 以 5(s) 一 15 (二 0， 
41), 
(3) 车 T(z) 是 椭圆 型 , 知 5(x) 也 是 椭圆 型 ,因此 +4,0 要 满 
足 关系 式 
Ga0-0, —2< (1+ 1 )e0s6 < 2, 


这 只 有 当 7 一 1, 0 二 6 < 2x 时 才 成 立 , 所 以 
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0 一 el 06 二 6< Ir) 
(49 若 工 (x) 是 斜 驶 型 ，$(s) 也 是 斜 驶 型 ,因此 1， 6 出 沁 
关系 式 
~ ~)sind 0 或 QC 二)sin0 =0, 


@ 十 二 )eos0 < 一 2, 


这 只 有 当 2 关 1, 0 二 6 二 2x 时 才 成 立 , 所 以 
S(z) — ey (>0,1s10 一 6 一 2m， 
证 毕 。 

由 定理 4 可 以 看 出 , 若 T(z) 是 斜 驶 型 , 则 T(z) 可 共 鱼 于 
S$(z) 二 Xei0zx(4 汪 0, 4 志 1, 0 一 9 一 2r)。 而 SG) 在 复 平 面 
上 没有 不 变 圆 ,所 以 T(x) 在 复 平 面 上 也 没有 不 变 罗 ; 

若 T(z) 是 抛物 型 ， 则 它 可 共 斩 于 $(s)] 一 z 十 1，$(z) 有 
无 穷 多 个 不 变 玫 Im z > ce 为 实数 ), 这 些 不 变 圆 的 边界 交 于 一 
点 :一 co ,所 以 了 (zs) 有 无 穷 多 个 不 变 贺 ,它们 的 边界 交 于 T(z) 
的 不 动 点 2 一 %; 

若 了 (s) 是 双 轩 型 , 则 它 可 共 统 于 SGs) = 4z(4 >0 送 1) 
5(z) 有 无 穷 多 个 不 变 圆 ( 过 原点 直线 的 一 侧 ), 它们 的 边界 交 于 两 
点 2 一 0 和 x 一 0， 所 以 T(z) 有 无 穷 多 个 不 变 圆 ,它们 的 边界 
交 于 T(z) 的 两 个 不 动 点 z1, z2; 

若 了 (sz) 是 顶 圆 型 , 则 它 可 共 斩 于 S$(zx) = ei*z(0 < 0 < 2x)，, 
它 有 无 穷 多 个 不 变 圆 1z| < >， 它 们 的 边界 两 两 不 交 ， 但 有 公共 
的 对 称 点 * 一 0 和 z 一 0， 所 以 T(z) 有 无 穷 多 个 不 变 圆 ， 它 
们 的 边界 两 两 不 交 ， 但 以 T (x) 的 不 动 点 #1, z; 为 其 公共 的 对 称 

总 之 我 们 可 以 说 : 若 T(z) 没有 不 变 圆 , 则 它 是 斜 驶 型 ; 车 
T(z) 有 一 不 变 圆 , 则 必 有 无 穷 多 个 不 变 圆 ， 若 它们 的 边界 交 于 一 
点 , 则 T(z) 为 抛物 型 ; 若 它们 的 边界 交 于 两 点 , 则 T(z) 为 双 曲 
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席 ; 若 它们 的 边界 坎 两 不 交 , 则 (2 为 类 加 禾 。 | 

下 面 讨 沦 定理 4 的 一 些 应 用 。 

定义 3 非 恒 等 变换 Tls)， 若 满 起 

入 Ce) 2, 
则 称 ?Cx) 为 对 合 变 换 ， 

若 T(8) 为 对 合 变换 ， 则 其 共 辑 变换 SCx) 也 是 对 合 变 的 . 
由 定理 4 知 对 合 变 换 一 定 是 椭 赔 潭 , 且 可 共 轿 于 变换 SC(z) 一 一 %， 

定理 5 设 T(z),S(z) 是 两 个 非 恒 等 变换 的 分 式 线 性 变换 ， 
满足 

ToS(z) = SoT (x), 

则 或 T(x) ,SC(z) 有 相同 的 不 动 点 ,或 T(z) ，5Cx) 为 对 合 变换 ， 
且 T(S) 把 SCT)》 的 一 个 不 动 点 映 为 另 一 不 动 点 ， 

证 明 设 5(z) 为 抛物 型 或 只 有 一 个 不 动 点 。 因 5 (x),T (zx) 
用 其 共 罗 变 换 $(z) 一 M-ioSoM (z),(z) 一 M-oToM(z) 代 
之 , 仍 具 有 复合 运算 可 交换 性 ， 若 对 $(s)，7 (z) 证 得 定理 结论 
成 立 , 则 对 5 (xz),T(z) 定理 结论 也 成 立 。 故 无 妨 设 5(z) 一 十 
1, 并 设 SC(x)，T (x) 规范 式 的 系数 矩阵 为 : 


1 1 a 5b 
-| ， ||， r-|. ,| 
注意 到 和 矩阵 士 73 对 应 于 同一 分 式 线性 变换 To5S(z)， 所 以 由 定 
理 条 件 得 到 
ac b+dad a a++b 
| C d ] -=|， + 
要 使 上 式 成 立 , 上 式 右 端 必须 取 “ 十 "号 , 且 c 一 0, a 一 dg。 再 结 
合 规 范 条 件 od 二 1, 得 a。 一 d 一 土 !,， 于 是 T(z) 一 sz 十 5， 所 
以 T(z)，5(z) 有 相同 的 不 动 点 x = 一 00。 
设 5(z) 有 了 两 个 不 动 点 。 无 妨 设 9(z) 一 人 zs( 人 《人 兰 0，1)， 由 
定理 条 件 得 。 
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EE dt yal 


0 LVA 2 ad! 


加 
[Vt s/Y | MAR V (10) 
a Whe dvVk eV dVk- 

车 :0 要 使 上 式 成 立 ， , 右 端 必 须 取 “ 一 ”号 "并 由 此 推出 。 一 0， 


机 于 0 不 一 一 1， 因此 SC 一 一， T(z) 一 上 (4 一 b1es 因 


bc 一 一 1， 所 以 闪 0)， 这 表明 5(z), T(z) 是 对 合 变换 ,SC2) 
的 不 动 点 为 0,co,T (z) 的 不 动 点 为 Vi， 一 V4. 故 T(3) 把 
SKT》 :的 一 个 不 动 点 映 为 另 一 个 不 动 点 。， 

若 c 一 0， 要 使 (10) 式 成 立 , 右 端 必 须 取 “ 十 "号 , 且 5b 一 0. 
国 此 .8S(z 天 ie :T(z) 一 4z.(4 一 afd, 因 cd 一 1, 所 以 1 兰 0)， 


即 可 看 出 SC ;T(z) 有 相同 的 不 动 点 0,co。 证 毕 。 
“定义 4 设 G 为 一 -分 式 线性 变换 群 ， 称 
| 1 ,一 {TeG: T(z) — zo} 
为 % 点 的 G 的 稳定 化 子 群 。 
定理 6 若 T,, 是 有 限 群 , 则 T,。 是 由 椭圆 元 素 生成 的 有 限 
循 直 群 ， 且 存 在 zo 所 的 任意 小 邻 域 U， 使 
T(U) = U, VTEer,. 
证 明 (1) 证 I,, 不 含 抛物 元 素 。 假设 T,。 包含 一 抛物 元 


素 T(z)， 它 仅 有 不 动 点 %, 令 M(s) 一 一 一 , 则 MT。M 也 


是 有 限 群 , 记 作 扩 , 它 合 有 抛物 元 素 T(z) 一 > ”bb 0), 它 
的 和 次 复合 全 "(z) 一 z 十 066Ef， 这 与 f。 是 有 限 群 相 矛盾 ， 
所 以 T,。 不 包含 抛物 元 ， 

-人 《2) 证 Ps 中 元 素 除 恒 等 变换 外 有 相同 的 不 动 点 。 假 设 T。 
有 元 素 T(z) 与 SGz) ， 其 不 动 点 分 别 为 z，2 和 z%，z， 且 
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zi 闪 2， 由 定理 5 可 知 To5oT7!o5-1(z) 非 恒 等 变换 ,下 面 来 说 朋 
它 是 一 抛物 元 。 事 实 上 , 考 上 起 有 限 群 了 。, T(z), 5(z) 共 轿 于 了 。 
中 元 素 全 (x) ,$Cz)， 它 们 对 应 的 规范 式 失 阵 设 为 : 


~ ab oe Ba 
?—( )， ad 一 1; s—( ), a6 一 1 
NO0 | 0 5/ 


容易 求 出 
Trace (F $F. 二 2 _ 
这 说 明 o3oF-o5-1(z) 为 抽 物 元 来 ;所 以 To5o7-'o3-i(o 也 是 
抛物 元 素 ,这 与 已 证 的 结论 (1) 矛 居 。 

(3) 证 Tr, 是 由 椭圆 元 素 生 成 的 有 限 循环 群 。 设 T, 中 元 案 
有 不 动 点 Zo Ti 令 


M(z) 一 二 二 2， | 
Z 一 2 


考虑 有 限 群 i 
= MT M™! ~ {MoToM-'(2)::Té rT. 
则 闻 中 元 素 为 全 (x) 一 tei9z(4 > 0)。 因 -V 和 eg 3 到， 使 
F(z) = z (记号 (x) 表示 函数 的 二 次 复合 )， 
所 以 1 一 1， 即 人 T(z) 为 椭圆 元 素 。 我 们 列 出 7 的 全 部 元 素 : 


I(g) = z, F(z) 一 eloiz,. ,THs) 一 eigw-iz， 2 
(0<0 一 2 一 … 一 0vw < 2x)， 对 全 (zx), 存在 最 小 自然 数 
NM, 使 和 


TNCs) = 2, . 
所 以 9 一 二， 显然 Ni < N， 否 则 了 的 元 素 个 数 要 大 于 NN,，“ 评 
Ni=N, Nj 二 N， 则 在 下 面 Ni 十 1 个 数 
0, A, FA 20 + Dr... ,= pt 


Ni’” N, N, Ni 
之 外 ,一 定 存 在 01, 使 
2 2 二 1Dx (其 
Ni ~ Ox 一 N, 〈 某 1)， 
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或 
Mx rn. 


N ~ N, 


既然 各 (om 一 eidtz 与 (Cz) 一 入 7 都 属于 ,所 以 
Fo Fs) = el Ne, 
这 与 元素 中 0, 是 最 小 的 取 法 矛盾 。 于 是 N, 一 N， 且 了 是 由 柱 
圆 元 素 名 (z) ~ 。 信 z 生成 的 循环 群 。 因此 T.。 是 由 椭圆 元 素 
Ti(z) 一 Mr-ie9ioM(z) 生成 的 有 限 循 环 群 ,又 对 邻 域 了 一 了 (0; 
5)， 有 
FTV)=V, vief, | 
所 以 对 邻 域 0 一 M-《V), 有 
T(V)— UV, VvTEeT,, 
证 毕 。 | 
下 面 讨论 分 式 线性 变换 群 G 是 否 有 不 变 圆 呢 9 如 由 g(x) 一 
z 十 1 生成 的 群 G 有 无 限 多 个 不 变 圆 , 而 由 g.(z) 一 * 十 1 和 
gy(z) 一 z 十 i 生成 的 群 G 没有 不 变 圆 。 
定理 7 设 G 为 分 式 线性 变换 群 ,不 合 射 驶 元 , 且 含 有 两 个 无 
公共 不 动 点 的 双 曲 元 ,4, 则 G 有 不 变 贺 D: Vie 6, f(D) 一 D. 
除 D 与 C\D 外 G 无 其 他 不 变 图 。 
证 明 若 c 的 共 斩 群 
G— {pgp-!: g€ G} 
有 不 变 圆 , 则 G 也 有 不 变 圆 。 所 以 无 妨 设 


于 十 4,0d 一 bc = 1, 
[ap 


g 四 一 jz (>1), he) 一 
vfe G, 设 f 的 系数 矩阵 为 
2 
(» ; ) SLC2, C), 


nn™ Tracef “ot+6; 4— Trace(gf) = ho- 60/4 
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因 f,gf 非 许 驶 型 ,所 以 ae 为 实数 ,由 此 得 出 ;5 为 实数 , 即 @ 
的 每 个 元 素 的 系数 矩阵 中 ， 其 对 角 线 元 素 为 实数 。 特 别 有 4,4 为 
实数 , h 的 不 动 点 为 
(a— dd)tVet ad) — 14 
EE ee 

因 的 不 动 点 不 为 0, co , 故 bc 关 0《〈 和 否则 大 有 一 不 动 点 为 0 或 
c)， 由 此 推出 zx/ 2 为 实数 , 即 &、g 的 不 动 点 位 于 一 直线 上 。 无 
妨 设 该 直线 即 为 实 轴 (否则 考虑 共 斩 群 ), 于 是 得 出 c,6 为 实数 。 

Vit G， 由 foh 对 应 的 矩阵 

(© 十 pc op 十 ld 
ratéc rb+6d 

和 已 证 得 ce 十 fc,7b 十 6d,a,b,c,d,0,68 为 实数 , 推 册 8,7 为 实 
数 , 即 f 把 上 半 平 面 巨 映 为 有 H, 故 G 有 不 变 圆 H， 

G 的 不 变 圆 除 且 和 下 半 平 面 外 ， 没 有 其 他 的 不 变 贺 。 这 是 因 
为 G 的 不 变 贺 也 是 8,h 的 不 变 圆 ,而 8 的 不 变 图 边界 为 过 0,% 的 
直线 , h 的 不 变 圆 边 界 为 过 z,zs 的 圆周 ， 它 们 的 公共 不 变 贺 内 能 
是 太 与 下 半 平 面 ,证 毕 。 

分 式 线性 变换 与 黎 曼 曲面 间断 群 、 非 欧 几何 等 都 有 密切 的 联 
系 , 由 于 这 方面 内 容 太 丰 富 ,无 法 作 简 单 地 介绍 .这儿 只 讨论 分 式 
线性 变换 与 球面 几何 的 关系 ， 

在 第 一 章 , 利 用 球 极 射影 ,我 们 在 已 上 引入 球 距 离 

, 2jz 一 2 
dx，z J VI 
令 x* 一 z， 即 得 CC 上 球 度量 或 椭 贺 度量 
d= 21ds | 
1 十 lz 人 

设 世 为 歼 受 球面 上 一 光滑 碍 线 ， 通 过 球 极 射影 ， 将 世 射影 到 已 
上 ;得 CC 上 一 光滑 曲线 1， 则 


)e sL(2, C), 


ee 2495， 


的 欧 氏 长 度 一 21dz! _ 


21 十 jz 上 | 
定理 8 分 式 线性 变换 T(z) 保持 球 度 昌 不 变 , 即 满足 
2 Ce1ldzl _ _21dz| C11) 


1+ 17 . 1+ |]z|?? 
当 且 仅 当 
T(z) 一 


一 <， jolt |el~ 1, (12) 
cz 二 
证 明 设 T(zs) 由 (12) 式 给 出 , 因 
， 1 
17 (az) | Te ta 


所 以 
[T(z)| 1 1 
lt |TO)l? cz 十 2 十 je 一 中 1 十 |z 
即 推出 (11) 式 成 立 ， 
反之 , 设 T(z) 一 至 二 4，od 一 be 一 1。 由 (11) 式 成 立 得 


cz+d 
1 1 
lez + dl lazt+ob) 1+4 zl 
或 
1 十 jz 一 jcz 十 di 十 jcz 十 8 ， 
= (lal?+ |c[)lzl? + Ccad 十 05) 
+ (d+ ba)z + 16|: + |dl. 
”比较 系数 得 出 


cj: 十 jc 一 1，12 十 1d 一 1，cda 十 号 一 0， 
结合 规范 化 条 件 一 c 必 十 od 一 1, 解 出 c 一 一 5， 4 一 2， 故 
《12) 式 成 立 。 证 毕 。 

车 T(z) 非 恒 等 变 换 , 则 由 (12) 得 
(Trace TY = (a+ 4a) — 4(Re a), 
由 IRe al 之 1o| <1, 着 |Re oj 一 1 则 a 一 1，。 一 0, 由 
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此 推出 了 (z) 为 恒 等 变 换 ,与 假设 相 矛 盾 。 所 以 |Real < 1， 即 
T(z) 为 椭圆 型 。 若 z 为 其 不 动 点 , 则 一 二 也 是 T(x) 的 不 动 


点 。 它 门 是 球面 3 上 某 一 言 径 的 两 个 端点 的 球 极 身影。 
定理 9 给 定 分 式 线性 变换 (127: 


一 至 十 <， | 十 | 一 1 
cz-ta 


则 可 导出 5 到 5 上 的 欧 氏 变换 Z' 一 HZ ,H 是 正 交 矩阵 , det H = 
hi hi hs 
hz hy, hs 


1。 用 分 量 表示 为 : 
x Xl 
|- :| (13) 
Xs hy bss Fa \x 


反之 ,给 定 : 到 5 上 的 哆 氏 变换 Z' 一 HZLH 为 正 交 矩阵 ,det H = 
1)， 则 可 导出 忆 到 世上 的 分 式 线性 变换 (12)。 
证 明 由 球 极 射影 关系 式 ,得 

2 十 2 
jz 十 1 

_ kez 一 5)62z 十 oo) 十 (和 5 一 c)(cz 十 了 ) 

(cz 十 2)](zz 十 6) 十 (ex 一 5)(25 一 c) 
_ (ec 十 ac)lzj 十 (az 一 cz 十 《至 一) 一 (az 十 2c) 
leflzl’ + leaf ~ laf?lzl? + bef’ 

— Re(a’ 一 cz — Im(a’ 一 cz + 2Re acx;, 

一 lIm(a’+t cc)z + Rela? + c)x, 十 2Im acx,, 
x3 = 一 2Reacx + 2Im aczw, 十 (cl 一 [cx 


Xi 一 


| 一 c) 一 Im6Ce: 一 c2) 2Re 2 
H= ,Im(a’ 十 ce’) Re(e: 十 ci) 2 ze 于 
| 一 2Re ac 2Inm ec 1 时 一 上 ec 
设 e 一 rci， c— VI—r ei8, 通过 直接 验算 知 太 为 正 交 矩 
阵 。det H 一 1， 即 得 5 到 5 上 的 欧 氏 变换 Z = HZ. 
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上 反之， 给 定 $ 刘 $ 上 的 欧 氏 变换 Z' 一 4Z , 睛 为 正 交 抑 阵 ， 
detH 一 1。 通 过 球 极 射影 , 得 忆 到 世上 的 单 叶 变换 * 一 了 (ze)， 
它 在 C 上 除 一 点 外 实 可 微 , 且 保 持 球 距离 不 变 , 即 

21T(z2) — T(z)| 
V1+ TCG) +: V1+ |T(z,)]’ 
os 21z1— ?2l 
Vit [adie VI [zl* 
令 zz 一 z1， 推 出 7 (z) 在 zi 点 是 保 形变 换 , 即 
fim [T(z2) OO— TOz)| 11+ iT 


sn | 1+ la 


由 第 一 章 16 题 知 ，7 (x) 是 两 次 反 定向 的 反射 变换 和 一 次 保定 


向 的 正 交 变换 的 复合 ,所 以 T(x) 在 * 点 保定 向 。 再 由 第 三 章 23 … 


题 知 T(x) 在 点 可 导 。 设 T(z) 一 co， 则 T(e) 在 CC\{z,} 
上 解析 。 根据 第 五 章 最 后 一 个 定理 ， 知 T(z) 为 分 式 线性 变换 。 
再 根据 定理 8, 得 了 (z) 为 (12) 形 式 的 分 式 线性 变换 ,证 毕 。 


形 如 (12) 的 分 式 线性 变换 有 不 动 点 ,一 二 ， 它 们 对 应 于 


上 点 Z。 和 一 Z。. 这 表明 8 到 9 上 的 欧 氏 变换 一 定 是 绕 过 2Z。, 一 如 
轴 的 旋转 ， 
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习题 答案 与 提示 


第 一 章 


7 2 3 0 9 
E. 2 ， 下， 13， —arctan 一 ;) 2c0s——， 一 。 
V 了 V 7 2 


nn . ,NN 。 5 +1 名 
2. cos 本 十 isin 本 ; 一 这 一 8 27 cos 本 和。 


3. icot Q 
2 
4. 平行 四 边 形 两 对 角 线 长 度 平方 之 和 , 等 于 其 四 边 长 度 平 方 
之 和 . 
6. 由 第 5 题 可 得 
1 | 五 一 zz 站 一己 一 jz 一 | 站 
1 一 si22 |1 一 六 2 “ 
用 |z,|， 土 |z;| 代替 式 中 的 2, z1, 又 可 得 两 个 等 式 , 然后 进行 比 
7. (1) 设 鞋 是 线段 [z,，z:] 的 垂直 平分 线 ， 集 合 E 为 包含 
%1 且 以 工 为 边界 的 开 半 平面 ; 


(2) 当 z 和 *z， 时， 条件 可 化 为 Re(z 一 si 一 再 ) 一 0， 
所 以 集合 下 是 以 . [zz:] 为 直径 的 区 局 除去 x; 点 。 或 利用 


Rez 一 二 (z 十 下 ， 


得 圆周 方程 >3 一 2 一 2 4 十 Rez 一 0， 同样 得 出 
集合 E。 
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(3) 册 0< 一 y<1， 所 以 了 是 带 域 一 < 7 一 0. 
(4) 当 = 二 时 ,条 件 可 化 为 Rei 下 一 0, 或 
Rei(z — 21)(# — 2,) = 0， 
要 使 向 量 iCz 一 z) 与 z 一 zi 正 交 , 可 知 为 过 zi, z 的 直线 
(除去 z,),， 或 利用 Im x 一 ,方程 可 化 为 直线 方程 


7 二 Im 0 
1 


(5) 条 件 等 价 于 Re 一 上 > Im 二 >0. 由 


推出 Re z > 0; 由 Re 二 二 > Im 2 ， 推 出 jz 一 1 > 2. 


所 以 E 是 右 半 平 面 Rez>0 、0 与 圆周 lz 一 由 一 V2 外 部 区 域 
的 交集 . 

8. 圆周 方程 为 《1 一 12)zz 十 (1223 一 21)3 十 (X28, 一 31)z 十 
[1z 一 421 一 0， 圆心 为 二 二 一 下， 半径 为 4 二 如 |， 


上 一 好 
9. (1) 直线 方程 为 (一 1 十 1)z 十 (一 1 一 i)z 一 0， 故 所 求 
的 点 为 1izoj 
《2) 直线 方程 为 《1 一 Dz 十 (1 十 i)z 一 0， 故 所 求 的 点 为 
一 1go。 


10. 直线 方程 为 z 十 z 一 24 一 0， 故 所 求 的 点 为 24 一 和 。 
11. +V 3. 


12. 一 
13. 没 : 对 应 于 S 上 的 点 为 《zi Ys x3), 证 1/z 对 应 的 点 为 


3300 ， 


(xx —%3)。 

14, 设 xz,z' 对 应 于 5 上 的 点 为 (xi,x2,x3) 和 《t,x*2,x;)， 证 
zz 一 一 ] 成 立 充 要 条 件 为 x; 一 一 +;(i 一 1,2,3). 

15, 利用 Azz 十 Bs 十 Bz 十 C 一 0 是 $ 上 大 圆周 的 球 极 投 
影 的 充 要 条 件 为 4 十 C 一 (0 


16. zsN ~ VI (zl, ZN— 一. 
1 十 jzj|: 
第 二 章 
1. 利用 不 等 式 
| 
|Imz, 一 Imzo| 


< | zx 一 z| < |Rez, 一 Rexol + |Im xz。 一 Im 2 。 
2. 第 一 式 利用 | 1z。| 一 |z|| 和 1z, 一 四 |。 证 第 二 式 时 ， 先 
在 [—x,7) 内 取 定 复数 za/ Zo 的 主 幅 角 ， 则 由 ze/ 2o 一 1， 得 


limarg 2 一 0。 
Ro Zo 


然后 取 定 z。 的 幅 角 主 值 arg z。, 则 一 定 可 取出 x。 的 幅 角 arg z，， 


使 arg z, 一 argz = arg <， 
Ze 


3. (1) 利用 极限 


im |(1 + Et )| 一 lim(1 二 芋 二 后 六 ) 一 
Hm nn 下 n nn 


LE 


y 


imarg (1 十 “十 了) 一 lim narctan 
#8 及 n> 


《2) 利用 极限 
ee 301 ， 


i 
im a ( 1]* eos B+ 2 一 1) ~ log 1z| ， 
1 
lm zz|*sinarg2 十 KE rg z 十 2kn, 
划一 加 . n 
4. (1) v5E A4， 则 


dz1,A) < [2 一 “| < |z, 一 zi| 十 |z; 一 “|， 


然后 对 5€ 4 取 下 确 界 . 
(2) Yz 《8B， 由 4 是 闭 集 ,证 zx,4) > 0。 再 由 (1) 知 dlz， 


4) 是 紧 集 8 上 的 连续 函数 ,所 以 
dB,A) = inf dz,4) ~ d(#0,4) >0. 
5. 设 c=a 二 论 , 0) 一 x0) 十 iy()， 则 
| i 一 | | 0a —s) yds 
十 | a [yas 二 5 | zCDdz] 
一 | rezc — by(Dld;s 


十 :| [ay(2) 十 bx(t)]dr 


一 | cf ds, 
6. 先 证 从 E) 为 闭 人 案 。 设 ww 是 人 EE) 的 极限 点 ， 即 存在 
{z.}cE, 使 lmf(z。) 一 ws。 由 巨 的 紧 性 ，3fzsij， 使 


Himzw — 2,€ E, 


更 一 四 


所 以 
fs) ~ limflzm) ~ woé 1E), 


即 作 E)》 为 闭 梨 。 又 利用 实 函数 |f(x)| 在 E 上 有 界 , 可 知 人 E) 
为 有 界 集 ,因此 1(E) 是 C 中 紧 集 ， 
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第 三 党 
i. (1) n(x, y) 在 z = 0 点 不 可 微 ， 故 f(z) 在 x = 0 不 可 
导 ， 当 ?和 0 时 ， u(x, y)， v(x,y) 不 满足 C-R 方程 ， 故 f(z) 
椒 可 导 . 
2. 在 z 一 0 点 满足 C-R 方程 ,但 uCx,y) 在 2 一 0 不 可 微 ， 
故 fx) 不 可 导 . 
3. 引用 数学 分 析 中 一 阶 偏 导数 恒 为 零 时 ,二 元 函数 为 常数 。 
4. (3) 设 |f(z2)| 三 C。 着 C 一 0, 则 f(z) 三 0; 若 C0， 
由 f(D) = C?， 得 :元 5 十 /9 3 = $f- FR = 0, 推出 
让 一 矿 z) = 0， 
_ ; ar -az ar-ar_ 
5. 利用 C-R 方程 可 推出 让 一 说 一 让 一 让 一 0 
6. 当 x 位 于 下 半 平 面 时 ,由 导数 定义 得 
i KE — RE 


sg 一 20 


fz), 


1 1 1 
7. 一 让 | 于 一 一 二 | 
由 1 一 二 | 二 一 一 一]。 得 
fr+ra(1) 一 一 《4 十 3)1 [etori  e-(stDal 
21 4*+1 ” 4*+1 


一 一 人 各 二 1 sin Cs + Dr — 0. 
8. 利用 曲线 K(x, y) 一 Ci 在 (%, ) 点 的 法 向 量 为 


(2 a) 
Ox” Oy /oo 


9. 利用 导数 定义 或 微分 。 


10，|je) 1 一 GR) 抽 


— GT) 


“303， 


of af 计 
xijCs). 微分 时 注意 可 让 一 0， WA 一 0， Fo. 


1. lim [fs 一 一 fz)| 


zl 2 一 ”20 


一 lim 


”ro 


0 十 2%) e-2ie| ,其 中 


9 一 arg(z 一 oz， 若 <K2) ， 和， 总 可 求 出 两 个 
方向 , 当 z 沿 该 方向 趋 于 am 时 ,上 式 极 限 不 等 ,这 与 假设 矛盾 。 所 
以 两 偏 导 数 至 少 有 一 为 零 。 
12. 方法 一 利用 w=w cos0 十 ww sin0, wg 一 w( 一 7 sin0) 十 
Wy,(r cos9)， 类 似 有 wv,ve。 表示 式 ， 
方法 二 ” 当 动 点 (r T Ar)e 趋 于 定点 re* 时 ， 
六 (se 一 lim f(r 十 re Ke 一 ] rr 十 io)。 
再 令 动 点 7eilKetA6) 趋 于 rei9 时 ， 
: 7 i(0+A0) _ r i9 1 ， ， 
六 (as7 一 lim 人 i sr = 上 2 (Co + izg)。 
方法 三 任 取 zo < 0， 令 5 一 log %， 则 “一 logz 把 % 
邻 域 V(zo; 5) 映 为 56 邻 域 U, 由 反 函 数 定理 ，z 一 站 把 U0U 映 为 
V(zo; 5)。 函 数 fe*) 在 局 内 解析 , 令 5 一 十 in 一 logr 十 iD， 
得 
Au(e:) _ dv(e) Gu(e’) _ _ dv(e’) 
35 al ” 0 98 
再 令 “ 一 log z， 改 在 了 (z; 5) 内 有 
Ou(z) _ dv(z) Bu(z) _ _ dv(z) 
a(logr) 30 90 blog 六 
34. 方法 一 令 “ 一 cz“ 一 5 十 证， 它 把 带 域 |Im z| 天 
王 肌 为 两 平行 直线 到 二 八 一 士 玉 图 成 的 带 域 D， 当 2 十 PP 
2je| 时 , 此 带 域 垂直 宽度 不 超过 27, 所 以 。: 在 此 带 域内 单 叶 ， 故 
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“在 带 域 limz| < 二 内 单 时 。 反之， 若 呈 十 呈 > 21e|， 则 带 
且 的 三 志 宽 度 大 于 ?ze 在 D 内 不 单 叶 ， 收 oe 在 |Im x! < 于 
内 不 单 叶 , 即 要 单 时 时 必 有 a 十 ?之 2jal， 

方法 二 由 em 一 err(zj 一 各 十 iy;)， 得 


2bhn 2aknx 
六 十 所” 一 一 《Ac 2). 


XI 一 Ya 一 一 


当 入 位 于 lim z| < 于 内 时 ， 


> hl > Itlr (e+ < 210l), 
推出 k= 0, 即 得 XI1 一 Za。 有 反之, 若 2 十 多 二 214|， 则 在 
|im zx| 一 工 
2 
内 总 存在 两 不 同 点 xz,，z, 使 
wom 20n 
1 2 4 bi 1 y2 rr 


即 e"* 在 带 域内 不 单 叶 。 
16. 方法 一 “ 设 圆周 C 的 方程 为 jz 一 过 | 一 VI 二 如， 由 
| 和 一 动 <V1 十 大 ， 可 推出 | 辣 一 这 | > V1 十 中 
方法 二 作 公式 线性 变换 w 一 之 十 十， 把 贺 周 C 映 为 过 原 
点 的 直线 工 ， 把 z,,z; 映 为 WW 由 WwW) 一 Ww 即 知 2Z1 Za 在 


C 的 两 全 . 
17. w — 0 Re#— 0) (Jol < R), 
一 a% 


18, We 20 
2 一 2 十 到 


(1) 论证 w 一 -到 十 和 中 一 0 og 
19. (1) 论证 “< 18 十 中 2 一 人。 
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20. +eiass, 
= 
py 

22. |dw| 一 Jw'(z) lldz|. 
证 ldw| _ ldz| 


21. 


23. 1 | 
ww— ww 多 一 2 
24. 方法 一 = 一 -此 二 ,由 |* 十 业 | 一 R， 推出 
一 和 9 九 十 4 
a lad 一 be 
+ 二 | 一 一- 
|» 5 丁克 


取 R 一 Vilod 一 bc1/1cl， 
方法 二 因 
ho he 


十 二 d 


2 十 一 


C 


| ce 


:+ 上 | 一 Vi 一 5cl/1el 上 时 ， 


当 zx,, z, 位 于 圆 局 
lw — wil = 1x, — z2|. 

25. 作 分 式 线性 变换 ,使 “>0, zt>,1, “> %, 则 由 
条 件 2 六 >y > 1， 

26. 计算 《zl 1 32 22), 

27. 考虑 分 式 线性 变换 (>， 2， 2 4) Se (%, 2， 二 ,00)， 它 
把 1z| 一 1 映 为 贺 周 C,C 以 0，oo 为 对 称 点 ， 所 以 C 有 形式 
iw| 一 R， 又 C 以 2, 过 为 对 称 点 , 故 R 一 1 
5z 一 4 
4z 一 了 
29. en" ， ew 1 


30, 分 支点 为 ;8;co， 单 值 域 为 
+ 306， 


28. Ww 一 


C\{[e,%0)ULs,%0)} 而 [oco)mn rco) 一 他 
31. 可 取出 单 值 解 析 分 支 , 它 是 奇 函数 ， 
32.《1) 分 支点 为 ay ya,co。 单 值 域 为 
C\{[La, el U [os,%0)} 而 [ooe]m[oyco) 一 :多 
(2) 分 支点 为 cy;a。 单 值 域 为 
C\{[ay oa] ULes,al} 而 [ec]m[oya] = F,. 
33. (1) 是 ; (2) 是 ; (3) 是 ， 
34. 分 支点 为 0,1。 单 值 域 为 C\[0,1], 
35. 可 以 .1f(2) 一 log 3 + ix, f{(—2) = log 3 一 inr， 


第 四 . 章 
1. (1) 2rsin li; (2) 一 rer-i。 
2. (1) 一 还; (2) gab 在 |z| 一 尺 内 部 或 外 部 时 ， 1=0; 


4 在 内 部 ，5 在 外 部 时 ， (一 一 本 于 4 在 外 部 ，5 在 内 部 
时 ， I= 
(6 — a)*” 
3. 《1》8xi; (2) 0; 《3) 应 用 圆 外 Cauchy 定理 和 圆 内 
Cauchy 公式 ， 


= __P,(z) 
! | 2 人 2 一 z0) dz 


太一 1 # 
> arz! > arz! 
i=0 


-| -全 和 
lzi=1 st(z 一 20) lzlL 3 一 2 
一 2ri >) azst, 
= 

4. 2xi 2021 

(n!1)’ 
.| | | 2 — il-1, 

ZHI sis “mRS—4 % 2N1 Jiri=RLY 一 4 Z 


"307， 


6. 考虑 输 助 函数 (2) 一 全 2 二 1 或 FC) 一 cf 
f(s)+1 
7. 国定 *, 取 有 R 充 分 大 


iD AN 1+ 1)! i 
LA |,. cr is 


太 
<H+D! MR MR -ee 2nR, 


2x  《R 一 jz 人 


8. 反 证 并 考虑 f(z) 一 1/P(z). 
9. 对 f(z) 与 1/f(z) 应 用 最 大 模 原理 ， 


10. (1) 对 瑟 数 《2 一 人 3》 在 R<1sl<R 上 应 用 


Cauchy 定理 ,然后 令 RI 一 十 00; 
(0) SM sup, If)1, 证 Koo)| <M. z 
11. 对 函数 P,(z)/z" 在 |z| 之 1 上 应 用 最 大 模 原理 ， 然 后 
再 对 P,(z) 在 |z| < R 上 应 用 最 大 模 原理 , 
12. 对 P,(z)/z 在 |z| 之 1 上 应 用 最 大 模 原理 , 
13. 考虑 函数 F(z) 一 (2)f( 一 z). 


14. 对 函数 F(5) 一 二 (Rt) 应 用 Schwarz 引 理 。 
15. 对 函数 F(z) 一 f(x) 一 长 0 应 用 Schwarz 引 理 。 


1 — 0) f(z) 
16. 作 辅 助 孙 数 
(2z 一 2 (zx 一 2 [zs| < R,z x zi, 
0 一 人 一， gm gj— 1,2,. ,8), 
| (zi — zi1) 


会 | 


上 zs) 一 性 
17。 天 一 一 ~ TZ 
7. 对 函数 F(x) f(2 % 应 用 Schwarz 引 理 ， 
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18. 人 对 轴 向 Flg) 一 二 应 用 Schwarz 引 理 。 
19， 芳 虑 引 数 R(z) 二 了 (zx) 一 To)， 由 调和 函数 最 大 模 原 理 
知 4 一 Re 1(0) >0， 然 后 应 用 18 题 .或 考虑 函数 
F(x) = {(z)— {10)+ elve > 0), 


ee Pp,(t) 
| ma 
20. |P,(2)) | 盐 | 2 了 怪 
MR* 2x R 
< 2X | Jt—z|)? 
MR R MPRst+! 
= Raz 一 Izl? ~.R’— 1” 


取 R 一 1+ 二， 得 


1P.(z)| < nm (1 十 工 ) < aM(I 


#1 


1\” 
十 元 | < enM, 


第 五 章 


"te, ，|c| < Eee 
2 cosa 


1. 利用 Re ces。 一 < 
2. (1) 当 Im * s 0 时 ,一 般 项 


| eos 之 Vony—1 二 一 十 co0， 
所 以 收敛 域 为 实 轴 ; 
(2) jz| < 1。 


3. Y 紧 集 ,3R 使 天 包含 在 |z| < R 内 ，3N > R, 说 明 
级 数 (一 1)"( 一 一 十 小) 在 K 上 一 致 收 全 
在 K 上 一 致 收敛 ， 


4. 利用 级 数 > (一 1)" 
se。 309。 


5. Vv 紧 集 KCD, 记 2p 一 d(K，9D) > 0。 则 当 z& K 时 ， 
| 六 re 十 十 | 用 (| 


1 [fr5)) 十 “十 [fers EY 
< 去], wimp Es |: | 上 | 


< 二 
p 


6. 利用 |f(re 交 )|? 一 (> Cnr"e ") (> C re 


mm 二 0 


ed 


8 由 条 件 王 V1c.| < 二 ,得 到 Vo, 故 级 数 


和 守 收敛 半径 为 +co， 令 1csR"| < M， 可 得 估计 式 . 


9. (2) max © —maxle—1l<e—1l< 7. 
lsl=1 1z|s1 不 
min | 一 | 一 min le*—1| 
Vsl=l 2 lsl=1 
, 2*—1 
一 mln |1 十 一 十 .…… 十 
1 1 37] 
>1 一 ( 汪 工 十 . ) -3 一。> 工 
21 nl 


10. (1) 利用 755) 一 > 3 

(2) 利用 c。 公 式 和 CD; 

G) lel < | reo)de — 2 ~ 2 Er 
(4) 对 三 二 一 展 成 的 短 级 数 ; 

《5》 利用 Cauchy 公式 与 (4)， 

11. 先 求 出 和 函数 1 人 (x) 一 i 可 得 收敛 半径 


ee。 310， 


V5 一 1 
~ 一 一 


R= 
12. Vr < 1。 函数 人 rz) 在 1z| < 二 解析 , 故 其 震级 数 部 分 


和 在 |z| 和 1 上 一 致 收敛 于 长 rz)。 
13. (1) 3 zz 


(2) Dnt iCs — es 


1 


(3) -+8 St 1) 和 


. 
3*+1 Zz"+! 3 


C4) Bt 6Bx + 


14. (1) 一 log 2 一 p= Ly, pe Li 


a=1 72" x 二 1 和 


(2) etert es ts 十 ……*， 


I 
外 2z? 6z3 
sin 2 二 1 


(3) 利用 第 三 章 第 7 题 知 pe 了 


15. 证 明 < 不 是 f(z) 的 极点 和 可 去 奇 点 。 
16. 证 Laurent 展 式 系数 幽 为 零 。 
17. 由 4 是 p(x) 一 Ws 一 a)f(x) 的 可 去 奇 点 ,推出 4 是 f(x) 


Ts 1), 


的 可 去 奇 点 , 


18. 证 明 q(x) 在 C 上 实 部 有 界 ， 然后 证 q(x) 为 常数 。 
19. 注意 et(1 委 和 和 2) 为 f(x) 的 可 去 奇 点 。 
20. 利用 | 人 Kz")| < 1z|。 


*。311。 


21. 用 11 题 有 相同 和 函数 一 -一 ,但 所 给 级 数 的 收 全 域 
为 Iz(1+z)| 之 1 

22. 记 方 程 1 一 zx 一 2 一 0 的 根 为 
V5-1 V5-1 

2 ? 2 “” 


am 


t= 


设 5 充分 小 , kK 充分 大 , 则 有 
一 1 dz 

i | {a'R (1 一 z 一 zzrtil 
一 | ~ dz 

271 :as 一 cl 一 8 《1 一 % 一 2Z2 2Z8+1 
1 dz 
ee 

1 dz 
二 | 《1 一 2 一 tt 

由 此 得 


Cs 一 


1 1 
OO 
a"tl( a — py) B+i(8 a) 


-上 二 (二 1! + 上 ”+ + (VS! 一 v 1)". 
5 V5 2 

第 六 章 
1. (1) (2) ob; (3) Res(f; 1D)——e, 
Res(f co) = 1, Res(f;0)—e—1, 
2 0D 一 一 (0 So). 
3. 利用 zs1 一 一 a 


4. 先 由 a 是 [a 的 偶 函 数 , 得 Laurent 展 式 


，312。 


的 


1 2») cc, 


cost(2, 十 £) =” 


区 1 一 >， cl 一 2 2 所 以 有 Res 人 = 0, 然 后 


Cos?z k=-% 


利用 等 式 


Res (1 z,) 一 Res (二 zh， 
化 为 求 一 级 极点 的 留 数 。 


5 即 求 留 数 


A A 

6. 利用 Ke = flp (sz)] 一 Ge) — pla) 
解析 . 

7. (1) 利用 留 数 定义 和 积分 变换 ; 

(2) 要 说 明 原 点 留 数 为 零 。 

8. 在 1 二 1z| 二 2 内 有 两 个 根 ,在 2 二 1z| < 5/2 内 有 三 个 
根 。 

9. 《1) 一 个 根 ; (2) 四 个 根 ; (3) 一 个 根 ; (4) 一 个 根 ， 


10. 利用 w 一 二 二 二 把 右 半 平 面 映 为 过 z 一 1,2， 且 与 实 


在 4 点 


轴 正 交 的 圆 内 部 。 
11. 取 如 图 6-2 中 的 回路 7,A, arg P(z) 一 47r 十 ol1)。 
12. 取 如 图 6-2 中 的 回路 7Y, Ay arg P(z) 一 2r 十 o(1)， 
13. 在 |z| = 二 1 十 MM 上 |az” 十 …: 十 as| 二 1z"|。 
14. 先 证 lai| 志 MI1 委 4A 委 2)， 然 后 应 用 上 一 题 。 
15. (1) 4 是 f(x) 的 可 去 奇 点 时 ,要 说 明 Fe) 关 0， 即 证 
积分 
LL F(z) 1 一 
271 | =p F(x) dz 0 
(2) 本 性 奇 点 ， 
9。， 313。 


19. 反 证 ， 得 FC(j(z)) 把 DD 映 为 一 区 域 , 
18. 利用 P,(#) 在 1z| < ! 内 内 闭 一 致 收 伊 于 二 一 


19. 即 证 YR >>0，3N, 当 4# 守 N 时 ， pc) 旦 下 | < 及 


内 无 零点 。 
20. 反 证 ， 考 虚 反 沙 数 gCw) 限制 在 lw| < 1 上 的 次数 , 仍 
记 为 gC(w), 对 gC《w) 应 用 Schwarz 引 理 ， 


21. 设 六 (0) = a， gl “一 一， 对 g[f"!(xz)] 和 
1 一 42 


f[qg (Cz)] 应 用 Schwarz 引 理 ， 
22. (1) 应 用 Rouche 定理 ; 


(2) 函数 FOOD 一 1 (0< < 1 在 || <1 内 无 不 动 
点 , 考 宦 所 (2 一 (1 一 十) (Ca 一 :或 考 起 FCs) 一 pofep!(s)， 
8 ， 其 中 za 为 两 个 不 动 点 ,设法 得 一 矛盾 ， 


plz) 一 7 
23. (1) x AB 计算 时 可 利用 恒等式 
(一 Wz 十 WE 一 一 2z 一 Rez); 


(2) 
nsin 三 
24. (1) 了 7 (2) 一 去 
25. (1) 了 (2) 0。 
26. (1) (£); (2) co 全 r(p), 


27. Ve IT 


,314， 


28. (1) | 8s) < 


og 7 . . 
”zxr ->0 (Cr 一 0)。 
一 7 


G3) 利用 11 一 et| 一 2sin 上 
第 七 章 
1. 利用 fa) 一 2 一 13 在 D 内 解析 和 解析 函数 的 唯一 
姓 定理 . 
2. 利用 上 一 题 . 


3. 利用 第 一 节 引 理 1 ， 或 对 log [fs)| 一 一 -log [f(z) fz) ] 
求 3 =* 或 利用 每 点 邻 培 内 log f(z) 可 取出 音信 解析 分 支 ， 


4. 并 用 玉 导数 与 次 无关 人 质 、 
5. 先 由 条 件 可 得 小 让 一 0， 再 由 第 四 题 与 第 二 题 得 


3f m0 或 下 二 0 


Das 
6. 方法 一 “利用 推论 2 与 调和 函数 的 最 大 最 小 值 原理 
方法 二 对 函数 土 x(z) 十 slog |z| 应 用 最 大 最 小 值 原理 ， 
然后 令 。 一 0. 


7. 方法 一 “从 几何 着 看 ， 因 变 换 (二 一生) 把 单位 贺 变 为 
CN[ 一 co, 0]， 把 半径 变 为 从 1 出 发 终 至 于 负 实 轴 上 一 点 的 曲线 ; 
方法 二 固定 G6€ (0,x)U(lnx,2x),， 由 
u(reie) 一 一 4snO(1 一 普 ) 《xz = rei2)， 


I1+ zl 
即 可 得 出 > 一 1 时 极限 为 零 . 
8. 在 jz| 乞 * < 1 上 利用 Poisson 公式 ,然后 令 -> 1. 对 


1 ?315 


洞 和 函数 #2) 一 Re 
9 由 


， 即 可 看 出 结果 不 能 改进 。 


人 +z 2 
zi | [a “(2) 


一 二 | HD qr 
2n1 J Ci CZ 
2 |， uC/e 
+ | i—% du， 
对 每 个 积分 应 用 第 四 章 引 理 2 ， 
10. 固定 >， 上当 可 从 


1(z) 一 


0 
一 :8 R > max Re 人 人 | 一 0 
R— |zl/ t=el £ 
(R -> 十 oo )。 
11. 要 证 公式 
u(rz) -二 | _， rar 


可 以 两 边 对 + 一 工 求 极限 。 即 要 证 Ve > 0，3ro， 当 吉 <r 之 1 
时 ,有 


二 | 和 u(r5t)d0 


1 1— |z|? . | 
二 | 让 一 zj «(5)d0 | < sg。 


12. 将 一 一 -代入 ,得 


lw +) de 2 


Ew GDTy WI 
| 。 上 十 比 
13. 函数 x(i 上 二 在 jw| < 1 内 调和 ,在 Iw| <1 除 


dz 


316， 


去 ww 一 1 外 连续 ` 有 界 . 由 第 11 题 得 
-二 生生 


1—w 2 iet | — wl 


对 上 式 作 ww 一 三 2 变换 ,得 


uC) dr, 


u(z) 一 


到 oe a, 


El ee 
14. 计算 一 一 ~ 


is 若 KaD 一 0，|fCD 在 吕 上 的 平 什 不等式 显然 
立 . 若 f(z) s 0，3y (zo36)，f(z) 在 其 上 不 为 堆 。 fta 可 取 
出 单 值 解析 分 支 , 由 解析 函数 乎 沟 值 公式 ， 得 1f(a1” 在 xm 点 的 
平均 值 不 等 式 . 

16. 若 Cw) 一 0，|u(z)1? 在 点 的 平均 值 不 等 式 显 然 成 
立 。 若 x(zo) 关 0，37(zoi 56), w(x) 在 其 上 不 为 零 . 无 妨 设 
[wD bp 一 1)wr | 下 | 之 0, 所 以 在 
(zs 8) 上 [uz)1* 为 次 调和 函数 ， 故 在 s。 点 平均 人 不 等 式 成 
立 。 | 

“17. 由 


2r 2x 
vi(z0) < | vi(z0 十 re )d0 < 工 | v(ze + rei2)d0 
2 10 2 Jo 


(i 一 1,2,0 二 < 8)， 即 得 
y(20) 去 工 | bz 十 reil)do (0 < r < 6). 
2T 10 
18. (1) 在 |z 一 zl 二 d(zo,9D) 上 w(xs) 有 共 斩 调 和 卫 数 
2(z)， 对 解析 函数 e%2+*2) 应 用 平均 值 公式 ， 然 后 取 和 借 即 得 , 
CD) 因 各 er 为 lz 一 al < dr 加 ) 内 解析 函数 ,所 以 
其 模 为 次 调和 函数 。 由 z 的 任意 性 ,| 一 je 为 D 内 次 调和 沁 


，317 。 


ee eg eam er ree se wer ene er 
和 


第 八 岩 

1. 第 一 个 级 数 收敛 域 为 |z| 二 1， 

级 数 收 化 域 为 ls 十 1| < W 了 
2. 方法 一 在 |z| < 一: 定义 解析 本 坟 。 


ro -人 全) 


当 |z| < 工时 ，PF(z) 一 f(x)， 所 以 1(x) 可 解析 开拓 到 jz|< 
2。 由 解析 函数 唯一 性 定理 ， |z| 一 2 时 ， 


-ar 的) 


依 此 下 去 可 开拓 到 C. 
方法 二 “ 反 证 。 假 设 f(x) 的 矫 级 数 展 式 收敛 半 径 为 R < 
十 co. 由 条 件 f(22) 与 ?f(z)f Cs) 应 有 相同 的 收敛 半径 .但 f(22) 


展 式 的 收敛 半径 为 了 2f(z)f (x) 展 式 的 收敛 半径 > R, 故 矛盾 . 


3. 2 为 帮 Cs) 一 


4. (1) 及 习 cz 的 收 全 半径 为 R 一 |zal， 和 用 f(x) 一 
-的 各 级 数 在 lz| 一 R < R， 上 处 处 收敛 ，- 
数 在 |z| ~ R 上 处 处 发 

(2) 利用 (<- + 后 在 za 点 收敛 ， 

5. 反 证 。 假 设 在 ja 一 R 上 一 点 入 收 化 ,5 一 Ree， 利用 


| 
2"| 
| 


[ed De 


< 
二 二 


妈 


二 |x 一 Z| 


所 El 2 \ 
:人 eid 
证 明 z 一 re 的 模 ” 充分 接近 尺 时 , 上 式 小 于 8。 证 明 时 注意 义 


9 


充分 大 时 ， [cz < s(n >N), 固定 NN， 了 >) ]c,| 为 常 效 ， 


6. (1) fb a So La | = 
(1) (2) preps 


ei 一 bp3 G i A >0. 


G3) 反 证 ， 如 采 1 是 正 风 点 ， 则 一 二 一 > 十。 由 此 推出 


jz| 一 1 上 每 一 点 为 正则 点 ， 
| 7. 在 D 内 作 两 条 可 求 长 Jordan 曲线 Ci, C，， 使 C: 位 于 C， 
的 内 部 。 当 z 位 于 C; 与 C, 之 间 区 域 时 ， 


‘D-H Oat | KD 


c. Ct— iJe 一 2 
f(z) 十 所 2)。 

(x) 在 C, 内 部 解析 ， f(z) 在 C: 外 部 解析 。 由 f(z) = f(z)— 
h(x)， 可 将 f(x) 解析 开拓 到 7 的 内 部 ， 同 理 ， 由 f(x) 一 
f(z) 一 上 (xz)， 可 将 (x) 解析 开拓 到 7; 的 外 部 。 

8. 由 条 件 可 得 f(z) 一), f(z) 一 一 大 一 2) 。 

9 10 - IO + ,10 KD. 

16. 方法 一 f(x) 可 开拓 成 CC 上 的 半 纯 函数 。 

方法 二 “ 先 说 明 f(x) 在 |z| < 1 内 只 有 有 限 个 零点 , 设 为 
Gis" "On 然后 考虑 讽 数 

"319。 


PO) -Ha/T 全 


11. Hz) 可 解析 开拓 到 区 域 
Q={r< [zs{[< RIU7YU{R < {zs| < RI/r}, 


Raz 


第 九 章 
站 )， Ee 
1. (1) 。 : (2) i (2 udE 
1f 1 (4+) 
G) 一 十 (z 十 十 ) 或 人 ( ts) ; (0 +i 
(3) Mer + 1; (0) a 
:一 二 二 
ee 二 沁 省 2 
2, SR 1 (2) es 
2 一 一 pe 
VT 
3. (DY 一 1 十 Naiz + Viiz, (2) et 
2 一 1 ez 
(0 JV tt Ve 
A/ez 十 
4.w— 3z R= 3. 
z 十 24 2 


Sr es R=—-2+V3. 
6. Y 紧 集 KCD， | p= dist(K,3D) >>0, 令 
Fo {z ED: dist(z,K) < pf2}., 


由 {f.(z)} 在 已 上 一 致 有 界 , 利 用 Cauchy 不 等 式 ,证 4f,(*)} 在 
K 上 一 致 有 界 , 
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?. (1) R=}— lel’; (2) R — 2%, 
8. 在 |z 一 zo| 过 6 上 对 映射 函数 f: 2 一 也， js) 一 起 


用 Schwarz 引 理 ;对 了 的 反 函 数 g: D 一 0 看 成 g: D 一 1z 一 
zl 二 应 用 Schwarz 引 理 | 


9. 变换 t 一 i 让 把 D>lmt>0, oar>b, FOU) 
a 
人 二 ) 对 PC5) 有 表示 式 ; 


¢ 有 
F(t)—C [ Hmmdr+c; 
0 k=]1 


先 通过 一 ;二 二 二 把 上 式 变 成 f(z) 的 积分 公式 ,再 作 积分 变换 
即 得 所 证 公式 。 
10. 利用 对 称 原理 知 oe4 一 es “(RR 二 0,1,. nn 一 1), 4 
1 一 二 人 一 0,1,… ,一 1), 代 人 上 一 题 公式 得 
f(z) 一 2 
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ee ne 


名 


Abel 第 一 定理 119 
Abel 第 二 定理 121 
Bernoulli 数 171 ) 
Beta 函数 181 
Bolzano-Weierstrass 定理 22 
Cantor 定理 20 
Cauchy 序列 19 
Cauchy 定理 31 
Cauchy 型 积分 88 
Cauchy 公式 91 
Cauchy 不 等 式 9 
Cauchy-Riemann 方程 33 
Dirichlet 问题 212 
Gamma 省 数 181 
Green 公式 195 
Harnack 原理 206 
Heine-Borel 定理 21 
Hurwitz 定理 167 
Jordaa 曲线 23 

Jordan 定理 27 
Laplacc 方程 43 
Laurent 级 数 129 
Liouyiile 定理 93 
Montel 定理 256 
Mabius 变换 49 
Morera 定理 100 
Picard 小 定理 94 
Picard 大 定理 138 
Poisson 公式 201 
Poisson 积分 202 
Riemann 定理 258 
Riemann Zeta 函数 118 
Riemann 猪 测 118 
Rouché 定理 157 
5chwarz 引 理 103 
Schwarz 公式 200 
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词 索引 


Schwarz-Christoffel 公式 274 
Taylor 级 数 121 

Weierstrass 第 一 定理 113 
Weierstrass 第 二 定理 115 
Weierstrass 对 -判别 法 111 


一 ” 画 
一 点 解 折 32 


一 致 收敛 110 
一 致 收敛 原理 110 


上 半 连 续 函 数 ” 242 


四 


贺 


图 


开 集 17 


区 域 26 


分 式 线性 变换 49 

分 支点 全 

内 闭 一 致 收效 ”113 

切 比 雪夫 多 项 式 !159 
反 余弦 函数 68 
反正 切 医 数 70 

内 闭 一 致 有 界 254 

内 闭 等 度 连 续 254 
双 周 期 函数 278 

双 曲 型 分 式 线 性 变换 285 


五 画 
边界 18 
可 导 31 
可 微 31 
发 部 ”109 


代数 基本 定理 的 
边界 对 应 原理 164 
对 数 函 数 5 
正弦 浮 数 55 
正切 函数 57 
正则 点 224 
对 合 变换 293 

六 画 
共 址 复数 4 
关于 直线 对 称 9 
关于 融 周 对 称 14 
闭 集 18 
闭 区 域 26 
多 连通 区 域 27 
全 纯 32 
共产 调和 沙 数 35 
交 比 下 
全 纯 微 分 的 周期 97 
级 数 109 
收敛 藉 理 109 
亚 纯 丽 数 142 
共 杨 调和 微分 192 
全 纯 微 分 192 
共 轿 调和 微分 周期 194 
同调 基 194 
次 调和 函数 ”208 
全 地域 227 
自然 边界 227 
局 伦 235 
曲线 四 边 形 278 
共 气 分 式 线性 变换 287 


七 画 


邻 域 17 
连通 集 25 

条 件 收 分 110 

局 部 一 致 收敛 113 
极点 135 

局 部 单 叶 163 

余弦 泣 数 35 

完全 解析 省 数 224 
抛物 型 分 式 线性 变换 285 


pre ee ee 


八 


大 


实 部 2 
空心 邻 域 17 
单 连通 区 域 27 
单 叶 28 
实 可 微 各 
说 定向 曲线 积分 75 
育 数 在 oo 点 解析 837 
奇 点 的 留 数 148 
阐 函 数 215 
直接 解析 开拓 222 
痊 界 点 224 
沙 曲 线 的 解析 开拓 233 
单 信 性 定理 235 

九 画 
复 平 面 1 
映射 在 co 点 保 角 性 ”46 
绝对 收敛 “110 
映照 或 映射 ”28 
指数 函数 44 
性 盖 曲 线 的 圆 链 ”233 


映射 半径 261 
矩阵 迹 285 


“十 画 
圆 链 “”233 
原 函 数 96 


十 一 


局 


虑 部 2 

球 极 射影 11 

球 距 离 14 

第 一 类 保 角 肌 射 机 

第 二 类 保 角 了 映射” 41 
唯一 性 定理 ”129 

冬 驶 型 分 式 线性 变换 285 
球 度量 294 


十 二 画 
幅 角 3 
道路 连通 集 26 
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最 大 模 诛 现 101 
赐 角 原理 ”1 续 

攻 函 数 63 

精 圆 积分 “276 

档 吏 函数 278 

枉 圆 型 分 式 线 性 变换 
梢 圆 度量 295 


十 


ii 


解析 32 
微分 在 oo 点 全 纯 87 
零点 127 

简单 零点 127 
零点 孤立 性 ”128 
解 护 部 分 133 
稠密 集 138 


285 


解 折 元 索 222 
解析 元 案 链 ”223 
解 沂 生 拓 223 
简单 边界 点 262 
群 SLC2,C) 285 
十 
柜 3 
稳定 化 子 群 292 
十 五 
整 函数 141 
十 六 
亿 可 夫 斯 基 消 数 46 


人 各 可 夫 斯 基 范 数 的 反光 数 她 
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